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Introduccion

0.1. ;Qué es la Transformada de Fourier?

Imagina que grabas una guitarra tocando y obtienes la siguiente sefal de audio:

Y te piden que digas qué notas esta tocando, o qué acorde es. Con la representaciéon actual, jes posible saberlo?

En cambio, si nos presentaran la siguiente descomposicion de harmoénicos de la sefial:
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Figura 0.1: Descomposicion de harmonicos para una sefal de sonido, partiendo de la fundamental en 1.

De aqui podemos ver que la frecuencia base esta tocada, y que predominan los harménicos 3 y 5, lo cual compone

un acorde mayor. Es la misma sefal, pero diferente representacion, en términos de frecuencias en vez de tiempo,
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que nos da informacion que no hubiera sido posible obtener facilmente de la representacion inicial. Ahora imagina
que grabamos la misma guitarra, pero con ruido externo. Por simplicidad, tenemos exactamente una frecuencia

que esta perturbando la grabacién y metiendo ruido indeseado en nuestra sefal:

Si quisiéramos quitar ese ruido indeseado partiendo desde esta grafica, es practicamente imposible. Podemos darnos
cuenta a simple vista que es diferente que la anterior, pero no podriamos decir exactamente cémo. Sin embargo,

si nos vamos a ver la grafica de los harménicos la identificamos facilmente:

0.6 N
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|dentificamos rapidamente que el harmoénico 11 nos esta causando problemas y lo podemos quitar con algn filtro.
Lo mismo pasa para las sefiales eléctricas cuando estamos escuchando la radio. Las emisoras mandan una sefal de
una frecuencia especifica y la radio la sintoniza de acuerdo a la frecuencia que seleccionamos, lo que nos permite
cambiar de emisora e incluso escuchar Gnicamente ruido en medio cuando no le damos a una frecuencia especifica.
También se utiliza este analisis para limpiar sefiales eléctricas en circuitos y en computadoras, y con esto se hacen

también los filtros de todo tipo.



0.2. COMPUTACION CUANTICA Y SUS IMPLICACIONES EN CIBERSEGURIDAD i
0.2. Computacion Cuantica y sus implicaciones en ciberseguridad

En el caso anterior atacabamos un problema que parecia imposible desde las herramientas que teniamos y que
se resolvio facilmente con la nueva herramienta, y lo mismo ocurre con la versién cuantica de la Transformada
de Fourier, conocida como la Transformada Cuantica de Fourier (QFT, por sus siglas en inglés Quantum Fourier
Transform). En resumidas cuentas, la mayoria de la encriptacion que se tiene hoy en dia en el mundo digital gira
alrededor de la descomposicién de primos. El concepto de esta encriptacion se basa en que es muy facil encon-
trar dos nlimeros coprimos! y multiplicarlos entre si para obtener un nlimero con solo esos dos divisores. De esta
manera se tienen estos nimeros como llaves: con uno se encripta y con el otro se decripta, y el problema es
que encontrar los niameros a partir de su producto es un problema muy dificil. Imagina que tenemos el nimero
N =3729128794 384975751 840016353009 671520070090 360538728089 307 602 738 842546422262 341
156 400265 669 733 000 953 y nos preguntan cuales son los dos nlimeros primos que multiplicados entre si nos dan
N como resultado. ; Cémo se resolveria el problema? El primer método seria el de fuerza bruta, probando con todos
los niameros para ver cual divide. En este caso, tendriamos que probar para todos los nimeros k menores a N,
dividiendo N/k y viendo el resultado. Si obtenemos un residuo de cero, hemos encontrado el nimero. Tendriamos
entonces que ejecutar NN divisiones y analizar los resultados, son muchisimas divisiones. Para darse una idea, son
99 digitos, i.e. en el orden de 10°°. Una computadora en general tiene un reloj en el orden de GHz, lo que implica
un orden de 10° operaciones por segundo. Con esta velocidad, nos tomaria alrededor de 10°0 segundos probar
con cada namero. Para poner esto en perspectiva, hay 31536000 segundos en un afio, por lo que nos tomaria
todavia alrededor de 1082 afios probar para cada nimero, eso es muchisimas veces mas que la edad del universo
mismo. En otras palabras, es un sistema de encriptacién muy seguro. Claro que este es solo el método de fuerza
bruta, con un poco de conocimiento de teoria de niimeros se puede demostrar que no es necesario probar todos los
nameros, sino todos los nimeros menores a la raiz del nGmero. Esto reduciria la potencia de 10 a la mitad, i.e. de
1099 bajaria a 10%9, pero sigue siendo un niimero enorme. Podriamos tener la suerte de encontrarlo rapido, pero en
promedio nos tardaria un tiempo proporcional a v/N. Talvez con mucha suerte logremos descubrir que los primos
gy p que multiplicados nos dan N son p = 60492289 314 682 881 742522 457 068 225 008 857 962 032 666 479 y
q = 60492289314 682881 742522457 068 225008 857 962 032 666 479 (puedes probar que en efecto, la multi-
plicacion de estos nimeros da como resultado N). No es coincidencia que este método de encriptacion sea el que
predomine en el mundo digital el dia de hoy, pero con todo esto, la QFT amenaza la seguridad de este sistema. Se
pueden analizar patrones en los nimeros primos, algo equivalente a un analisis de frecuencias como el que hicimos
con sefales, pero con nimeros enteros, que reduzca el problema de encontrar un primo probando con todos los
valores a una operacion mucho mas simple y que consume mucho menos tiempo. La QFT nos permite hacer pre-
cisamente este analisis, rompiendo la seguridad de la encriptacion por descomposicion de primos al brindarnos una

alternativa exponencialmente mas rapida para encontrarlos que la que se tenia con las computadoras tradicionales.

Aqui podrias retirarte y decir que aprendiste algo nuevo, pero si de verdad es de tu interés entender cémo
funciona la QFT y por qué sirve para descomponer primos, te invito a acompafarme en este viaje que estamos
a punto de emprender desde cero para entender la QFT. Pasaremos por geometria, vectores, la Transformada de
Fourier Clasica, y muchos otros temas. Es posible que conozcas algunos de estos temas ya y te los quieras brincar
para irte a lo mas interesante, y eres completamente libre de hacerlo. Pero ten en mente que si en algiin punto te

Dos nimeros se dicen coprimos si su maximo coman divisor es 1, también llamados primos relativos \
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sientes perdido, siempre puedes regresar para asegurarte que todo quede claro. No es posible construir una casa

sobre cimientos flojos, por lo que vale la pena tener bien reforzadas las bases, por mas simples que parezcan. Sin

mas preambulos, vamos alla.



Capitulo 1

Geometria

1.1. Vectores Geométricos: Interpretacion Polar

Un vector es un "término algebraico, una cantidad representada por una flecha que posee direccién y magnitud".
La flecha nos indica su direccién, mientras que el tamafo de ésta nos indica su magnitud. Por ejemplo, podemos

)

En algunas ocasiones se habla también de que los vectores tienen sentido, como en el siguiente caso:

tener los siguientes vectores:

Se dice que los vectores tienen la misma direccion, pero diferente sentido, la direccién refiriéndose a la orientacién
mas bien de la linea (sin flecha) y el sentido refiriéndose a la punta de la linea en la que colocamos la flecha. Esto
es (til en ciertos contextos, y definitivamente sirve saberlo por si alguna vez se llega a leer, pero por el momento
lo dejaremos fuera de la conversacion. Pues bien, tenemos nuestra flecha y la podemos dibujar y ver en el espacio,
pero ;jcémo la podemos describir? Recordemos la definicion: un vector tiene direccién y magnitud. La magnitud

se puede medir con la longitud de la flecha. Basta con colocar una "regla” y medir de punta a punta la distancia:
4
3 \
2

Ya tenemos una parte, ahora falta la direccion. Para conseguir la intuiciéon de esto fijémonos en cémo se dan

indicaciones para llegar a un lugar. Existen los puntos cardenales: norte, sur, este y oeste; que nos pueden ayudar
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a describir una direccién. Pero estan limitados, por lo que se le suele agregar puntos medios: noreste, sureste,
suroeste y noreste; con los que se pueden describir todavia mas orientaciones. En general podemos indicar una
orientacion como una inclinacién, y esto es justamente lo que hacen los angulos. Un agulo solo se puede dar entre
dos rectas, por lo que necesitamos un eje de referencia, que sera la horizontal, y a partir de ahi contamos los
angulos en sentido contrario a las manecillas del reloj (positivo) o en sentido de las manecillas (negativo). Tenemos

entonces:

Con esto describimos completamente cada vector, con un niimero que indica su magnitud y otro que indica el angulo
de orientacion. El angulo puede ser negativo, indicando el sentido en el que se debe girar el vector, pero la magnitud
siempre sera positiva, pues representa una medicion de distancia, y no tiene sentido hablar de un tamafio negativo.
Cuando hablamos de vectores, no importa donde estén fisicamente, lo Gnico que importa es donde empiezan y
donde terminan. Por esta razon, si dos vectores tienen la misma magnitud y la misma direccion, son iguales, sin
importar que estén dibujados en distintas partes. Ahora, es conveniente tener un sistema donde podamos medir los
vectores, de igual manera que utilizamos una regla para medir la longitud de una linea. Necesitamos una "regla”
que pueda medir un vector, y para esto necesitamos medir tanto su magnitud como su direccién. Imaginemos por
un momento el proceso de medir la longitud de una linea. Primero, tenemos que alinear la regla con la linea, i.e.
la regla debe tener la misma inclinacion que el vector. Por lo que viene a la mente un transportador para medir
grados, con el que ajustemos la regla. Creamos entonces lineas guia para ciertos angulos, en este caso multiplos

de 30° y de 15° (mas ténues), con los angulos de arriba positivos y los de abajo negativos:
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Entonces tenemos una métrica para saber el angulo de inclinacion para cada vector. Con esto podemos ver fa-
cilmente que el vector azul tiene un angulo de 60°, el verde un angulo de —15° y el rojo de —135°. Para medir
la longitud podriamos graduar cada linea, pero es mas facil trazar circulos de un mismo radio, asi sabremos la
magnitud del vector dependiendo de en qué circulo cae su punta. Podemos trazar circulos de magnitudes enteras,
ie. 1, 2, 3, etc.:

Como el vector azul toca la tercera linea, tiene magnitud 3, de igual manera el vector verde tiene magnitud 4 y
el vector rojo magnitud 2. Con esto tenemos nuestro sistema de medicion para un vector. Como ejercicio para el

lector, determinar las magnitudes y direcciones de los siguientes vectores:
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AN

Una forma compacta de describir estos vectores es con la notacién de magnitud angulo. Por ejemplo:
3£60° 4/ —15° 2/ —135°

Con esto podemos describir enteramente un vector. Ahora nos falta solamente una notacién para darle un nombre
a cada uno y asi poder identificarlos. Los vectores se pueden describir con letras, como lo hacemos con las variables

numeéricas, y por lo general se utiliza la letra "v' (de vector), pero escrita como v o V, para distinguirlo de las
variables numeéricas (escalares). En este libro se utilizard la notacion de negritas, por fines estéticos. Entonces

podemos describir nuestros tres vectores anteriores y nombrarlos como
vi = 3/60° vo =4/ —15° vz =2/ — 135°

Y asi es como, de manera natural, llegamos a lo que se conoce como coordenadas polares. Un punto en este
sistema de coordenadas esta dado como un par ordenado (p, 8), donde p (rho) es el radio del circulo (y por tanto la
magnitud del vector) y 0 es el angulo azimutal, i.e. partiendo de la horizontal en direccién contraria a las manecillas
del reloj (o en direccion de las manecillas, en caso de ser un angulo negativo). Asi, podemos escribir también los

vectores como pares ordenados (coordenadas) en este sistema:
vi = (3,60°) vy = (4,—-15°) vz = (2,—-135%)

Esta representacion es bastante intuitiva y teniendo nuestras lineas gufa serfa muy facil dibujar los vectores dado
un par de coordenadas. Es importante notar que requerimos sélamente de dos datos: la magnitud y la direccion. Al
nimero minimo de datos diferentes que necesitamos para describir un objeto se le conoce como grados de libertad.

Podriamos también saber, como se mencionaba anteriormente, el sentido del vector. Pero esta informacién no es
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indispensable para describirlo. Es importante tener esto en cuenta al momento de describir vectores, pues toda la
informacion adicional que proporcionemos esta de mas, y no es eficiente comunicarse de esta manera. Sin embargo,
el que los vectores en 2 dimensiones tengan 2 grados de libertad no implica que tengamos que tener necesariamente
la mangitud y la direcciéon de un vector para poder describirlo. Existe la posibilidad de describir al vector de otra
forma, como veremos a continuacion, y aprenderemos que es conveniente expresar objetos de diferentes formas
segln la situacién en la que nos encontremos. Como introduccién al siguiente capitulo, intenta idear una manera
para sumar dos vectores utilizando la notacion que hemos desarrollado hasta ahora (coordenadas polares). ; Crees

que haya otra interpretacion de los vectores con la que sea mas facil de sumarlos?
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1.2. Vectores Geométricos: Interpretacion Cartesiana

La suma de vectores se consigue poniendo la cola del segundo vector sobre la punta del primero y tomando
ahora el trayecto desde la cola del primer vector hasta la cola del segundo. Visualmente seria:

Si entendemos cada vector como un desplazamiento o trayectoria, la suma de los vectores u y v es el desplaza-
miento resultante de recorrer |la trayectoria de ambos vectores, uno tras otro. Podemos entender de esta manera
los vectores como indicaciones de desplazamiento, donde la suma de éstos representa la ejecucion de estas indica-
ciones en orden. Nétese que la suma de dos vectores nos da como resultado un nuevo vector. Ahora va la pregunta:

iimporta el orden en que sumemos los vectores?

De la ilustracion parecen tener la misma longitud, y ésto lo podemos comprobar si empezamos del mismo punto

amabs trayectorias:

Esto tiene una razén geométrica, pues al juntar de tal forma dos pares de vectores, obtenemos un paralelogramo.
Debido a que tenemos el mismo vector dos veces, podemos afirmar que son paralelos, y ademas de misma longitud,
por lo que cierran el paralelogramo y la suma de los vectores da como resultado la diagonal de dicha figura. Esto
resulta de entender los vectores como trayectorias, y asi se hace facil sumarlos. Sin embargo, con nuestro sistema
de coordenadas, no podemos sumar los vectores directamente. A partir de lo que tenemos, no hay forma de saber
ni la magnitud ni el angulo resultante. Debemos idear otra forma de entender los vectores que nos permita sumar
trayectorias mas facilmente, y aqui es donde entra la interpretacion cartesiana. En vez de entender un vector como
una magnitud con direccién, podemos entenderlo como una serie de desplazamientos en direcciones conocidas. Lo

mas basico seria comenzar con la rosa de los vientos:
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Podemos entonces definir vectores en términos de desplazamientos en estas cuatro direcciones. Por ejemplo,
podemos definir un vector que resulte de desplazarse 3m al este y 2m al norte:

Entonces el vector se puede describir como 3 m al norte y 2m al sur, o de igual manera 2m al sur y 3m al norte, ya
que el orden en la suma no importa. Definiendo los vectores ve y vy como los vectores de magnitud 1 en direccién
este y norte, respectivamente, tendriamos que:

Vijila = 3VE ain 2V/\/ = 2V/\/ G 3VE

A los vectores vy y Ve se les llama unitarios, pues nos indican una direccién y tienen magnitud 1, para poder después
escalarlos. De esta manera, podemos expresar las ideas de pasos al norte o al este de manera mas compacta. En
general, se toma la notacién €y y €g, para dejar en claro que los vectores son unitarios, ya que un vector v es
arbitrario y puede tener cualquier magnitud. Podemos definir cualquier vector de esta manera, por poner otros
ejemplos:

El vector magenta seria el resultado de caminar 1 metro al este y luego 3 metros hacia el sur; mientras que el

naranja seria caminar dos metros al oeste y luego 2 metros hacia el sur. Nuevamente, definiendo los vectores vs y
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Vo como direcciones sur y oeste, respectivamente:
Vmagenta = 1ég + 3és Vharanja = 2€p + 2€s

De esta forma, podemos definir cualquier vector en términos de sumas de vectores conocidos. Sin embargo, estas
expresiones no son Gnicas. Podemos tomar también nimeros negativos y optar por caminar dos metros negativos
en direccion este, en vez de dos metros en direccion oeste, y asi para cualquier par de direcciones con sentido
opuesto:

Vmagenta = lég + 3és = —1ép + 3és = 1lég — 3ey = —1€p — 3épn

Y no solo esto, podemos tomar direcciones completamente diferentes que sumadas también nos den el mismo
vector. Vayamonos a un ejemplo mas simple, con nameros. Podemos expresar, por ejemplo, el nimero 10 en

términos de la suma de diversos nimeros:
100=84+2=1+9=5+5=44+6=14+2+3+4=5+4+1=...

Y lo mismo ocurre con los vectores. En nuestro caso, podemos tomar mas direcciones expandiendo la rosa de los

vientos hacia las direcciones en medio de las originales, obteniendo el noreste, sureste, suroeste y noroeste:

NO NE

SO SE

Podriamos decir también que el vector naranja es el resultado de caminar en direccion suroeste. Y no debemos
limitarnos a este vector, podriamos expresar los demas vectores en términos de estos nuevos suroeste, noreste,
etc., pero no siempre es conveniente. Podriamos buscar todas las posibles combinaciones de direcciones que nos
den como suma cualquiera de estos. Podriamos también ir primero al sur, luego al este, luego al suroeste para

formar el vector magenta; o al sur y luego al noroeste para el vector naranja:



1.2. VECTORES GEOMETRICOS: INTERPRETACION CARTESIANA 9

Y como vimos antes, esto se puede hacer de muchisimas formas distintas, pero como bien se dice "todo me es
permitido, mas no todo me conviene”. Como lo vimos anteriormente, los vectores en dos dimensiones no tienen mas
que dos grados de libertad, por lo que es posible describirlos Gnicamente con dos datos. Entonces, deberiamos poder
escoger dos direcciones cualquiera, y con ellas describir los vectores, por ejemplo norte y este, o noroeste y sur, o
cualquier par... casi. § Qué pasa si intentamos describir el vector magenta utilizando Gnicamente las direcciones de
oeste y este? Sin importar cuantos pasos demos en esas direcciones, nunca llegariamos a nuestro destino. Esto es
porque las direcciones son en realidad la misma, pero con diferente sentido. Si caminamos negativamente al este,
serfa como caminar en direccion del oeste. Entonces, no tendriamos dos datos diferentes, sino que son dos de lo
mismo. Estamos yendo solo en una direccion realmente, por lo que no tenemos nada que nos lleve en el eje vertical,
y por tanto no podemos expresar los vectores en términos de éstos. La condicion es que sean dos direcciones
diferentes. Por razones que seran evidentes mas adelante, lo mas conveniente es escoger las direcciones este y
norte, o bien, horizontal y vertical. Podemos tomar estas direcciones como regla, de igual manera que armamos
nuestra regla anteriormente con circulos cocéntricos y diferentes angulos, pero ahora marcando lineas de diferentes
magnitudes de desplazamientos horizontales y verticales. Si dibujamos esto, tendremos lineas horizontales paralelas

y lineas verticales paralelas que nos formara una cuadricula a la que llamamos cominmente plano cartesiano:

Aqui podemos colocar los vectores anteriores:
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Podemos crear ahora una nueva notacién, con vectores unitarios en direccion horizontal y vertical. Llamamos 1
al vector unitario horizontal y J al vector unitario vertical. Podemos entonces describir los tres vectores anteriores

como una suma de estos vectores unitarios:
Vmagenta = 1i - 3] Vharanja = —2i — 2j Viila = 3i+ 2j

Podemos expresar esto de manera ailn mas compacta, definiendo los vectores como lo hicimos con las coordenadas
polares por medio de un par de coordenadas, en este caso las coordenadas serian el nimero de pasos horizontales y
el de los verticales. Cominmente llamamos al eje horizontal como el eje-x, y al eje vertical como eje-y. Asi, damos
X pasos en direccion horizontal, donde x positivo implica caminar hacia la derecha y x negativo hacia la izquierda;
y y pasos en direccion vertical, donde y positivo implica caminar hacia arriba y y negativo hacia abajo. De esta

manera podemos resumir los tres vectores anteriores como:
Vmagenta = <1v *3> Vharanja = <_2v _2> Viila = <3v 2)

Si comparamos estas descripciones con las anteriores es mas compacto, pero también se pierde mas informacion,
porque ya no esta explicitamente escrito cual es la base de nuestros vectores. No estamos seguros de que las
coordenadas estén en el sistema cartesiano, o el polar, o cualquier otro. Por eso muchas veces es mas Gtil expresarlo
en términos de los vectores unitarios, que dejan claro en qué base estamos trabajando. Una base es un conjunto de
vectores que sumamos entre si, multiplicados por un escalar, para formar los vectores. Podemos cambiar de base
para expresar el mismo vector en un sistema diferente de coordenadas. Por ejemplo, podemos tomar los vectores

anteriores y meterlos en un plano polar:
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Como podemos ver, no quedan tan bien ajustados, como si lo hacian los vectores que creamos en base polar. De

igual manera, los vectores que analizamos previamente de forma polar no encajaran tan bien en el plano cartesiano:

AN

Pues como mencionabamos anteriormente, hay que escoger una base que nos convenga, dependiendo de la situa-
cién. Lo importante es tomar en cuenta la invariancia del vector, i.e. la flecha en si no cambia. Sigue teniendo la
misma magnitud y direccion, aunque la representemos en una base distinta. Esto implica la posibilidad de hacer un
cambio de base. Podemos expresar un vector que esta en coordenadas polares en términos de las coordenadas car-

tesianas. Para esto podemos fijarnos en la” Figura A.1, donde podemos expresar los desplazamientos horizontales
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y verticales en términos del angulo. Dentro de este circulo unitario, las coordenadas x, y estan dadas como:
(x,y) +— (cos@,sinB)
Si cambiamos el radio del circulo a p, tendriamos segin (A.2.2a) y (A.2.2b):
sinf = i cosf = “
P P
Despejando para x y y obtenemos la conversion general, para un radio arbitrario p:
X,y +> pcosf, psinf

Este radio indica la magnitud del vector, mientras que 6 nos indica la direccion. Con esto podemos convertir de
polares a cartesianas, y esto nos motiva a buscar la conversién en el sentido contrario, de cartesianss a polares.
Para esto nos fijamos en el triangulo y utilizamos el teorema de Pitagoras (A.1.1) para obtener p; posteriormente
con (A.2.2c) podemos obtener una expresion para 6:

0,0 — /x2+ y2 arctan (%)

Donde arctan es la funcion inversa de la tangente, que con el valor de la tangente nos regresa el angulo 6.
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1.3. Producto Punto

Hablando de vectores es Gtil poder comparar diferentes vectores entre si; de la misma manera que podemos
comparar dos nimeros para ver cual es mayor o menor, o qué nimeros comparten propiedades como la divisibilidad
entre 2 o entre algln otro nimero. En el caso de los niimeros podemos ver también qué tan parecidos son en escala,
haciendo un analisis de porcentajes o una resta, lo cual es Util para comparar cosas como calificaciones, estaturas,
etc. En el caso de los vectores podemos también medir qué tan similares son entre si, y para esto comparamos
sus caracteristicas, i.e. direccion y magnitud. Para comparar la direccién podemos ver la separacion que hay entre

ellos. Tomemos como ejemplo dos vectores a y b, con angulos a y 3 respecto a la horizontal:

Si los ponemos ambos en el origen veremos que existe también un angulo 8 entre ellos:

Este angulo estara dado por la diferencia de éstos:

0=a—p0

Si tuviéramos dos vectores idénticos, tendriamos a = 3, y con esto 6 = 0°:

o

\

Dado que los vectores son iguales, este es el mayor grado de similitud posible. En otras palabras, si 8 = 0°, los
vectores son iguales en direccién. Entre menos se parezcan o y 3, mayor sera la diferencia del angulo, i.e. 8 sera
mayor. Dentro de una vuelta el mayor angulo es 360°, pero esto es equivalente a 0°:

360y

A

Ya que damos la vuelta completa y llegamos a donde mismo. Esto prueba un punto importante, pues si contamos
el angulo al revés, i.e. del vector a al b (en sentido opuesto del reloj), obtenemos nuevamente 0°. Esto prueba una
regla general, de que no importa cual angulo tomemos, y por tanto conviene establecer una regla sobre cual angulo
tomar, para tener una estandarizacion. Escogemos entonces el angulo menor de los dos. Por ejemplo, si tenemos

el siguiente caso:



14 CAPITULO 1. GEOMETRIA

Tomariamos el angulo @, pues es mas pequeiio que 6. Pensando de esta forma, el angulo mas grande que podemos
formar ya no es 360°, pues éste es equivalente a 0°; mas bien el angulo mayor que podemos formar, y por tanto

el que tendra una similitud menor, serd el de 180°, i.e. cuando los vectores van en direccidnes opuestas:

180°

180°

Otra manera de entender la similitud entre dos vectores es ver la sombra que deja el uno sobre el otro. Imaginemos
que tenemos el sol justo arriba del vector b, proyectando una sombra del vector a sobre el vector b, de la siguiente
manera:

Podemos ver que se forma un triangulo con a, la sombra de a sobre b y la distancia perpendicular entre la punta
de ay el vector b. Lo que es mas, como la distancia es perpendicular, ya que la sombra esta hecha de esta forma,

tenemos un triangulo rectangulo, y podemos aplicar nuevamente lo visto en la Figura A.1:

|a] sin 6

|]a| cos 6

Aqui |a| es la magnitud del vector a, i.e. el radio p del circulo formado por el vector a. Entonces la sombra mide
|a| cos 6. Veamos si tiene sentido. Si la sombra de a cubre totalmente a b, significa que ambos vectores son iguales,
y por consecuente 6 = 0°, y comprobamos que cos(0°) = 1, entonces la sombra seria de longitud |a|, lo cual es
correcto. Ahora, si el vector estd en direccién contraria, el angulo seria 180° con cos(180°) = —1, por lo que,
seglin nuestra expresion, la sombra seria de longitud — |a|. ; Tiene sentido esto? Lo que estamos diciendo es que
la sombra esta fuera del vector:
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180°

Tenemos que la sombra es una reflexion total del vector. Por Gltimo, veamos que ocurre cuando los vectores son

perpendiculares:

Ahora no tiene ninguna sombra. Esto también entra en nuestra expresion, ya que 6 = 90° y cos(90°) = 0. ; Qué
significa esto? El coseno del angulo entre los vectores da como resultado 0, y no se produce ninguna sombra. La
diferencia de este caso y en el que los vectores van en direcciones opuestas es un tanto sutil. La diferencia seria que
si tomamos nuestra sombra como un vector, en el caso de que 6 > 90° la sombra apuntaria hacia el lado contrario
de nuestro vector original. Ademas, si consideramos el valor absoluto de este indicador de similitud, obtenemos que
los vectores perpendiculares son los que menos tendrian grado de similitud. Sin embargo, nuestro indicador atin no
estd completo. j Qué pasa si analizamos la sombra del vector b sobre el vector a?:

No es realmente la misma sombra que antes. En este caso, la sombra tiene menor longitud, lo que implicaria geu la

similitud de a con b no es la misma que la de b con a. Para solucionar este problema definimos el producto punto:
a-b=|al|bjcosbd=b-a (1.3.1)

De esta forma hacemos que sea commutativo y describa mejor la proyeccion. Una propiedad interesante es el

producto punto de un vector consigo mismo:
a-a = |a||a| cos(0°) = |a|? (1.3.2)
Hay otras propiedades intersantes, como la linearidad:

aa-Bb = ala|B|b|cosf = af|a| |b|cosf = afa-b
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Ahora volvamos a la interpretacion cartesiana. Tenemos los vectores a 'y b como:

a=ail+ a)j b = bii+ boj
Si hacemos el producto punto de ambos obtenemos:

a-b=(aii+ axj) - (b1l + boj)

Distribuimos y obtenemos:
a-b=al-bii+ al-boj+ asj- bil+ ao) - boj

Por linearidad:

a-b=abi-1+a1boi-J+ axb1j -1+ azxbo2j -]

~

Por (1.3.2) tenemos que 1-1=]-J = 12 = 1, ya que ambos son unitarios. Lo que es mas, 1-j = 0, ya que son
perpendiculares:
a-b= albl(l) aF albg(O) I 32[)1(0) ar azbg(l)

Simplificando:
2

a-b=aib; +abr, = E ajb; (133)

=1
Para un vector en 2 dimensiones. Es decir, sumamos la multiplicaciéon de cada una de las componentes, en este caso
las componentes 1 y 2, horizontal y vertical respectivamente. En este caso, no necesitamos saber ni la magnitud

ni el angulo entre los vectores. Pero ambas ecuaciones se cumplen, y podemos juntarlas como
|a||b| cos@ = a1b; + asxbo

Ambas expresiones son equivalentes y nos sirven para comparar vectores en términos de su similitud. Si quisiéramos
ver el tamafio de la sombra del vector a sobre el b, utilizariamos a - b, donde b es el vector unitario en direccién b,
de manera que:

b=|bb

Otra manera de entender la sombra es como una proyeccién de un vector sobre otro, contestando la pregunta:
iqué tanto del vector a esta sobre el vector b? Y esto nos lleva de nuevo al principio de todo.
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1.4. Ortogonalidad y dimensiones superiores

Miremos ahora esto desde una perspectiva tridimensional:

Tenemos los mismos vectores, pero ahora en un espacio tridimensional. Al entrar en tres dimensiones, introducimos

el vector unitario en direccion del eje z, al que llamamos k.

>\

Los vectores ahora estarian representados como:
a = aji+ asj + Ok b = byi + boj + Ok

Dado que ambos estan en el plano xy y no tienen ninguna componente vertical. Pero, jqué pasaria si agregamos
una componente vertical bs a b, obteniendo un nuevo vector b’? El vector tendria una sombra en el plano xy, que
seria equivalente al vector b. Ahora pensemos en el producto punto entre los vectores b y b’ con el vector a. De
acuerdo a (1.3.3):

a-b=(a1)(b1) + (a2)(b2) + (0)(0) = a1b1 + azb2

a-b' = (81)(b1) aF (ag)(bz) = (O)(bg) = ai1by + axby

Entonces, jdan lo mismo!:
a-b=a-b

Pero notemos que en ningin momento especificamos un valor para la componente en z, por lo que bz podria tomar
cualquier valor y no cambiaria en nada el resultado. Podemos agregar el nimero que sea a la componente en k vy

no cambiaria el producto punto:
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Figura 1.1: Proyeccion de un vector tridimensional en el plano bidimensional

En este diagrama, todos los vectores rojos tienen el mismo producto punto con a. Entonces, aqui viene una
pregunta: jel angulo entre los vectores rojos con a cambia?

Veamos desde otra perspectiva:

/9

~
~— ~

El angulo parece no conservarse, y esto tiene sentido, pues si observamos con mas detalle, los vectores rojos se
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van haciendo mas grandes conforme crece bs. Recordemos para el producto punto (1.3.1):
a-b’ = lal|b/|cosd

La magnitud de a se mantiene constante, pero la magnitud de b’ crece conforme crece bs. Para ver coémo exac-
tamente podemos regresar a la Figura 1.1, donde tenemos un triangulo rectangulo formado por b, la distancia

vertical b3 y b’. Segun Pitadgoras, tenemos:
b'|* = [b]? + b3

Podemos obtener la magnitud de b también a su vez con Pitagoras:
p)
b|* = b + b3

Y regresando a la expresion anterior:
2 2 ) 2
‘b,‘ = b7 + b5 + b3

Tenemos un Teorema de Pitagoras en tres dimensiones, que se puede ver representado en la siguiente figura:

Donde se cumple que

d? = a% + b* + c?

Entonces, volviendo al producto punto, tenemos que:
|la| |b| cos @ = |a| |b| cos§’
Como la magnitud de a no cambia, podemos cancelarla al estar en ambos lados:

Ib| cos8 = |b|’ cos ¢’

\/ b3 + b3 cosd = /b2 + b3 + b3 cos 6’

Por lo que claramente 8’ #£ 0, el angulo si cambia. Este cambio se puede apreciar todavia mejor si lo vemos desde

Sustituyendo las magnitudes:

el nivel del plano:



20 CAPITULO 1. GEOMETRIA

El angulo se va cerrando cada vez mas, esto para compensar el crecimiento de la magnitud. El coseno de 8’ debera
ser menor de manera que se siga manteniendo la igualdad del producto punto a pesar de que el vector siga creciendo
en magnitud. Lo importante de aqui es que con tener la pura proyeccién del vector tridimensional b’ sobre el plano
bidimensional en el que se encuentra el vector a, podemos obtener su producto punto, sin necesidad de considerar
la componente vertical en k. Suponiendo que agregaramos otra dimension, por ejemplo 1 con una componente by,
el producto punto seguiria sin cambiar:

a-b' = (a1)(b1) + (a2)(b2) + (0)(b3) + (0)(bs) = a1b1 + a2bp =a-b

Volvemos nuevamente a la proyeccion del vector b’ sobre el plano en el que se encuentra a. Y asi sucedera si
agregamos mas dimensiones, no cambiara el producto punto, porque el vector a tiene componentes 0 en todas
las demas dimensiones. Pero, ja qué se debe esto? Esta propiedad se conoce como ortogonalidad, y es similar
al concepto de perpendicularidad. Se dice que dos vectores u y v son ortogonales, u L v si su producto punto es
Cero:

ulveu-v=0
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1.5. Planos

Esta propiedad es muy atil, pero requiere de una condicién especial: que encontremos la proyeccion de b’ sobre
el plano en el que esta el vector a, y el problema es que cualquiera de los demas vectores podria formar un plano

con a también.

Podemos verlos mejor también por separado:

Todos estos planos son validos, pero en este caso los vectores para los que se cumple la propiedad mencionada no
son los que tienen una componente en k diferente, pues k ya no es ortogonal al plano. Tenemos que encontrar un

vector unitario i normal al plano:
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Lo interesante es que ahora si podemos describir los planos en términos de un vector, el vector normal (ortogonal)
al plano. El vector i sera ortogonal a cualquier vector en el plano, en este caso seria ortogonal tanto a a como a

b, y ademas pedimos que tenga magnitud 1. Esto se veria de la siguiente manera:

Tenemos tres incognitas para nuestro vector normal, en tres dimensiones:
n = ni+ noj+ n3k

Resolviendo estas tres ecuaciones podriamos llegar al resultado. Lo importante de los planos es notar que los calculos
son mucho mas simples si alineamos nuestro plano al sistema de referencia, en este caso 1, ], k. Lamentablemente,
esto no siempre pasa, como se puede ver en las ilustraciones, el plano rojo se desalinea del plano base xy, y los
calculos ya no son tan faciles. La buena noticia es que podemos mover nuestro sistema de referencia, para tener
un nuevo sistema en el plano x’y’ que esté alineado al plano entre los vectores a y b’. Sin embargo, resolver el
sistema de ecuaciones puede ser muy laborioso, podemos idear un método mas sencillo.
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1.6. Producto Cruz

Asi como armamos el producto punto, de manera quei-1= 1 pero1-j = 0, i.e. los vectores ortonormales tienen un
producto interno de 0 mientras que los vectores unitarios iguales tienen un producto interno de 1. Podemos definir
un producto cruz que nos genere un vector que sea ortogonal a ambos vectores. En dos dimensiones no es posible,

pero a partir de 3 si. Tendriamos por ejemplo que:

~

ixj=k

Pues el vector k esta en otra dimensién que es ortogonal a ambos vectores al ser también ortogonal al plano.
Notemos como cuando queriamos un vector normal al plano xy el resultado natural era el vector k, pues es
ortonormal al plano. En otras palabras, nuestro producto cruz w = u X v nos dara un vector normal al plano
formado por los vectores u y v. Pero aqui viene un pequeiio problema, dado que el vector —w es también ortogonal
al plano. Se toma la convencién de que u X v = —v X u, para poder considerar ambas opciones y darle un sentido

al producto. De esta manera podemos obtener las demas relaciones entre los vectores unitarios:
jxk=1 kxi=]

Ademas, los vectores paralelos tendrian un producto cruz de cero, pues no forman un plano y no existe un solo

vector que sea perpendicular:
ixi=jxj=kxk=0

De esta manera podemos obtener el producto cruz de dos vectores u y v expresados en términos de los vectores

unitarios:
uxv=(ui+ uwj+ U3R) X (v + v + V3R)
=uy vlj/x/f'—e Ug Vg/l\/x/.]("l% Ug VM
+ up vlj/x/l"—i—_ 52 ij/x/ﬂQ Up v;»,Mi
+ U3VM-J|- U3VM;Z3V3M

=u1vok — u1v3] — tovik + b v3i + U3Vvi] — Uz Vol

~

—J

0

Factorizando llegamos a:
uxv=(upvz—uv)i+ (uzvy—u1v3)j+ (u1ve — u2v1)R (1.6.1)
En el ejemplo anterior, podemos obtener el vector normal n con ayuda de este nuevo producto:
n=axb

Y el unitario como:
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1.7. Cambio de base

Veamos ahora el verdadero poder del producto punto. Si tenemos un vector arbitratio w en el plano:

~

Podemos ver el producto punto de v con los vectores unitarios del plano 1y J:

v

Como podemos ver de la ilustracion, podemos obtener las componentes del vector w = wil + woj = 21 — 3j por
medio del producto punto, segln la ecuacién (1.3.3):

w-Ti=w =2 W-j=w, =-3

Esto nos lleva a un concepto mas general de lo que es una base. El producto punto nos dice por qué tanto
debemos escalar los vectores 1y J para que sumados nos den w. Esto debido a que los vectores 1y j son unitarios,
pues recordemos que la proyeccion es el producto punto Gnicamente cuando el vector sobre el que proyectamos
es unitario. Pero este no es el Gnico requisito, pues otra caracteristica que tienen estos vectores base es que son
ortogonales:

1-]=0

Esto se traduce también como que los vectores sean linealmente independientes, o que quiere decir que no hay
manera de que escalando uno de los vectores base nos de como resultado el segundo. En otras palabras, no existe
ningn namero k tal que ki = J. Estos son los requisitos para una buena base, pero se pueden armar bases con
vectores no ortogonales, siempre y cuando no sean linealmente dependientes, pues en ese caso no podriamos
expandir todo el plano. A estas bases con vectores normales y ortogonales entre si se les conoce como bases
ortonormales, y son las Unicas bases con las que trabajaremos para llegar a la Transofrmada Cuantica de Fourier.

LLa manera mas facil de obtener un vector unitario es escoger un vector arbitrario y dividirlo por su magnitud:
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Digamos entonces que escogemos el vector 1i + 3j. El vector unitario @i que va en la misma direccion esta dado

como.
oo W+3 1.3
J2132  Jio | vio

o

Ahora encontremos un vector v que sea ortonormal. Tenemos dos ecuaciones:

v+ urvo =0 V12+V22:1

En la primera podemos despejar para v»:

Y sustituimos en la segunda.

De aqui podemos obtener rapidamente v»:

uivi
us
1,
V10 'L
3
10
1 V10
7‘/ [—
0 3
Vi
1 2
3V]_> =1
1
aF §V12 =1
10
jvlz 1
3
2 [
1710
o S
LT V10
3 1
V10 /10
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De aqui obtenemos la base ortonormal:

<
Il

(=»

Il
o
o

-
ﬁ“ “
o
o

-

[=3

Es como una rotacion de nuestro sistema original. Pero el plano todavia estd en la orientacion original, podemos

corregir esto orientando la cuadricula de acuerdo a los nuevos vectores base:

/
7]

Y tenemos una nueva base rotada:

Podemos representar nuestro vector anterior en esta base también:
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Para esto necesitamos el producto punto:

Y logramos la proyeccion:

Y asi de facil es construir una nueva base y representar vectores en términos de ésta. Podemos ahora expresar el
vector w como una suma de los vectores base G y V:

Con esto ya tenemos todas las herramientas para manipular vectores de cualquier dimension utilizando una repre-
sentacion bidimensional.
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Capitulo 2

Vectores Abstractos

2.1. El sistema decimal

Para introducir este tema vamos a participar en un pequefio experimento mental: intenta describir un niimero
mayor a 9 utilizando un solo digito. j Es posible? Bueno, existen los nUmeros hexadecimales, con los que podemos
describir los numeros hasta el 15 en un solo "digito”. Pero con tan solo uno de los digitos del sistema decimal,
ipodemos describir el nimero diez? jo el noventa? La respuesta es no, nuestro espacio de 1 digito esta limitado.
Necesitariamos un digito adicional para describir un nimero mayor a 9, y con esto podriamos describir cualquier
nimero del 0 al 99, un total de 100 numeros. Para escribir el nimero veintiuno colocamos el digito 2 en las decenas

y el 1 en las unidades, como un par ordenado: 21, que se lee como:
2-10+1-1=21

Los digitos por si solos no nos dicen toda la informacion, necesitamos el contexto del valor de las decenas vy
unidades. Y de manera similar podemos formar las centenas, millares, etc., ascendiendo en potencias de 10. Por
ejemplo, el nimero 42,069:

4-10*+2-10°+0-10°+6-10* +9-10°

Utilizando este espacio de 5 digitos podemos describir cualquier nimero de 5 digitos o menos, como el 70:
0-10*+0-10°+0-10% +7-10* +0- 10°
Podemos simplificar esta notacion con una lista de los valores de cada potencia:
70=(0,0,0,7,0)

Asi, el nmero en la lista se multiplica por su respectiva potencia de 10, comenzando por la potencia O de derecha
a izquierda. A cada nimero en esta lista se le denomina componente. Y asi es como, sin haber hablado atin de
vectores desde su definicion geométrica, hemos llegado a formar un espacio vectorial. Para construir un espacio
vectorial necesitamos los llamados vectores base, que como su nombre sugieren, forman la base del espacio. A
través de multiplicadores escalares, podemos sumarlos para obtener cualquier vector dentro de nuestro espacio.

Pero, iqué es un vector? Se podria definir, general y abstractamente, como una lista de nimeros que nos indican un

29
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punto o coordenada en un espacio determinado. En nuestro caso ejemplo, tenemos como espacio los nimeros de
5 o menos digitos, y cada punto en este espacio representa un nimero. Bajo este concepto, el vector (0,0, 0, 7, 0)
no contiene por si mismo toda la informacion que necesaria para saber que estamos hablando del nimero setenta.
Sin un espacio vectorial, ni un concepto de lo que representa un punto en este espacio, un vector no es mas que
una lista de nameros sin significado alguno. Esa lista bien podrian ser las calificaciones de un estudiante, o las
respuestas de una encuesta, o una lista de asistencia a una clase de Fisica del Estado Sélido. Lo que es mas, tomar
un vector sin contexto nos puede llevar a conclusiones erroneas. Tomemos como ejemplo el namero 11. Podriamos
leerlo como once:
11=1-10+1-1

Si partimos de la premisa que estamos en sistema decimal. Pero bien podria tratarse del niimero tres, en el sistema
binario:
(11)2=1-241-1=(3)10

O como nueve, en el sistema octagonal, o diecisiete, en el sistema hexadecimal:
(11)s=1-84+1-1=1(9)10 (11)16=1-16+1-1=(17)10

Por lo que un mismo vector, refiriéndonos a la lista de componentes, puede representar distintos puntos segln
definamos nuestro espacio vectorial y nuestros vectores base. De manera inversa, podemos representar el nimero
once en las diferentes bases:

(11)10 = (B)16 = (13)g = (1011),

A esto se le conoce como cambio de base. En este caso cambiamos de base y de vector, pero el punto u objeto
permanece constante. La idea del nimero "once” se puede representar de distintas formas en las diferentes bases,
seglin se requiera. Introducimos los vectores desde esta perspectiva para abrir la mente a los espacios vectoriales
abstractos. Cominmente se trata a los vectores como flechas dentro de la fisica o la matematica, pero esa es solo
una posible representacién. Para poder entender realmente el concepto de la Transformada de Fourier Cuantica
(QFT), es necesario entender este tipo de espacios abstractos, donde las dimensiones de los vectores pueden
representar muchas cosas y no estan cerradas a dimensiones espaciales y puntos en un plano. En fin, nos quedamos

en que tenemos una base para los nimeros de 5 digitos en el sistema decimal, y esto lo podemos representar como:
{10* 10%,10°, 10%, 10%}

El decir que sirve como base para el espacio de los niimeros de 5 digitos implica que se puede obtener cualquier
nimero de 5 digitos a través de esta base, lo que la hace una base valida. Si, por ejemplo, quitaramos el 10!, no
podriamos representar el niimero once, ni el doce, ni el cientodiez, y asi para otros mas nimeros. Esto considerando
que las componentes del vector sélamente pueden ser digitos del 0 al 9. Y aqui viene una pregunta: ;sera posible

quitar un vector base y sequir podiendo generar todos los niimeros de 5 o menos digitos?

La respuesta es que no, pues ya hemos visto anteriormente sobre el concepto de grados de libertad y de la
posibilidad de generar todo el espacio. Nuevamente, se repiten los conceptos vistos en la interpretacion geométrica

de los vectores, pero ya no estamos trabajando necesariamente con flechas ni planos. Aln asi, existen maneras
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de representar visualmente espacios vectoriales de dimensiones mayores. Una de ellas es una grafica de barras.
Podemos poner en el eje de las x los vectores unitarios/base y dependiendo de la altura en el eje y de la barra,
es el coeficiente que tiene este vector y por tanto el vector resultante seria la suma de todos estos vectores base

multiplicados por sus bases. Por ejemplo, el niimero 42 069 en la base de 5 digitos decimales:

2D

100 10! 102 103 104

Y podemos regresar esto también a los vectores en dos dimensiones, por ejemplo u = 21 — 3j:

En este caso podemos ver ambas representaciones lado a lado. En la izquierda vemos los componentes de cada
una, mientras que a la derecha vemos la flecha directamente. Podriamos también en la representacion cartesiana

resaltar los componentes:

b

*3J

-
-
Vi
A)

Tengamos en cuenta que ambas expresiones son equivalentes y representan el mismo vector. En el caso de la

representacion de la izquierda, tiene la utilidad de que es muy facil agregar mas dimensiones, y no solo eso, sino
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que las componentes son faciles de obtener. Con esto también podemos obtener los productos punto del vector
con los vectores base unitarios:

u-i=2 u-j=-3

Estos componentes reflejan directamente los productos punto, y esto es valido para cualquier niimero de dimen-
siones. Por ejemplo, para el vector tridimensional v = —3i — 2j + 1k:

-
-
=

¥

Aqui también se cumple lo mismo del producto punto con los vectores base:
v-i—3 v-j=-2 v-k=1

La ventaja de esta representacion es que ya no podemos representar una flecha de cuatro dimensiones. En si,
este documento es un espacio bidimensional, ya sea que se vea plasmado en un papel o a través de una pantalla
(también de 2 dimensiones), y propone solo una proyeccién de una imagen 3D en un espacio 2D, limitado ya que
solo podemos ver la imagen en una orientacion. La limitaciéon es evidente para representar de esta forma imagenes
de 4D, es practicamente imposible. Pero con la representacion de barras, no tenemos esta limitacion, podemos
hacerlo para dimensiones arbitrarias. Podemos tener un vector en un espacio de N dimensiones reprsentado de esta

forma, llegando incluso a dimensiones infinitas, que veremos mas adelante.

Probablemente no es evidente aln, pero esta representacion sera muy Util para poder entender la Transformada de
Fourier. Recordemos las graficas de frecuencias/harmdnicos que vimos en la Introduccion. Esto es practicamente
lo mismo, al menos visualmente. La diferencia es que aqui estamos hablando de los vectores 1, j v k, pero este no
tiene que ser el caso. Podemos crear una abstracciéon que nos permita tener bases mas generales, utilizando los

vectores €, para representar el vector unitario de la n-sima dimension. Por ejemplo, una representacion del vector
w = 3€; +4€, — 1é3 + 1é, + 2és + 3€é5 — 3€7 + bég + 0ég + 1€19

en un espacio 10-dimensional se veria de la siguiente manera:
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ol DDD o _ [

I I I I I I I I I I
€ € €3 € €5 & €7 €z & €y

Aqui aplica lo mismo del producto punto:

1, n=m
0, n#m

Es decir, tenemos €1 - €1 =1y €& - € = 1 porque todos los vectores base son unitarios, pero tenemos €, - é3 = 0
porque son ortogonales entre si, i.e. una base ortonormal. Existe una funcion matematica que sirve para expresar
este tipo de casos, a la que llamamos Delta de Kronecker:
1, =y
=4 (2.1.1)
0, I#J

De esta manera, podemos describir la ortonormalidad de los vectores base como
& & =0 (2.1.2)

De esta manera podemos simplificar los productos punto de cualquier base de vectores ortonormales: producto pun-
to de cualquier par de vectores diferentes serd cero, mientras que el producto consigo mismo sera uno. Ademas,
podemos empezar a aprovechar las propiedades de los vectores abstractos. En el caso de 2 dimensiones, podemos
decir que &; =1y & = j, mientras que en tres dimensiones agregamos & = k. Pero también podriamos decir
para el sistema decimal & = 10° y & = 10!, y asi sucesivamente. Es decir, los vectores &, no estan restringi-
dos a ninguna representacion especifica, y esto nos da la libertad de ponerle el nombre que queramos, incluso el
de frecuencias harménicas. Ahora se hace mucho mas facil ver la similitud de este diagrama con el diagrama de
frequencias harménicas que vimos en la Introduccidn. Si decimos que €, es la frecuencia equivalente al harmoénico
n de alguna nota base, podria ser que nuestra grafica represente una sefal de audio vista en la Figura 0.1. Aqui
podemos ver el poder de esta representacion, pues seguimos teniendo la intuicion de los vectores y podemos aplicar
identidades geométricas que se heredan desde el espacio bidimensional, pero ya no nos restringimos a representar

flechas o siquiera objetos geométricos, sino cualquier cosa.
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Lee el titulo de la siguiente seccion y trata de descubrir por cuenta propia cémo esta representacion se conecta

con el titulo.
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2.2. Funciones

Otro espacio abstracto se puede ver en las funciones. Una funcién es un objeto matematico que nos regresa

un valor Gnico para un valor de entrada dado. La representacion mas comin de esto es el siguiente diagrama:

entrada (x salida
) funcion f(x) v)

Tenemos de un lado la entrada x, pasamos por la caja que representa la funcién f(x) y del otro lado recibimos una
Gnica salida y. Un ejemplo de una funcién seria f(x) = x/2, de manera que f(1) = % y f(2) = 1, por poner unos
ejemplos. Lo que hace que una funcién se puede interpretar como un vector es su dominio, i.e. para qué valores
de x esta definida o es valida. Podemos evaluar la funcion en diferentes puntos dentro de este dominio y siempre
tendremos un resultado o salida asociado, y = f(x). Esto hace que podamos ordenar pares de entradas-salidas
(x,y), y a partir de esto construir una representacion grafica de la funcion, donde iremos colocando cada punto
con coordenadas (x, f(x)) en el plano, para todos los posibles valores de x:

Y obtenemos una linea formada por todos los pares de puntos de la forma (x, f(x)), como (—2,1) y (2,1). La
conexién con vectores se hace mas evidente si reducimos el dominio a solo unos cuantos nlimeros enteros, y asi
reducimos el espacio solo ciertos puntos x,. Y esta vez, en vez de escoger un punto en el plano, haremos que los
puntos x, sean las categorias de una grafica de barras, donde f(x,) sera la altura de cada barra. Si tomamos los
nameros enteros del —3 al 3, i.e. x1 = —3,x% = —2,..., X7 = 3, tenemos:

Figura 2.1: Funcién en espacio de nimeros enteros
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Podemos reinterpretar esto como una representacion vectorial de las que hemos tenido antes, renombrando
cada categoria con un vector unitario &,:

T T T T T T T
PS A PS PN PN PS PN

€1 () (S} €4 €5 €6 (Srd

Y de esta manera podemos entender una funcion como un vector, con los &, como vectores base. Aqui valdria la
pena preguntarse, j qué representan exactamente estos vectore base? j Qué forma tienen? En el caso de los vectores
de 2 y tres dimensiones, los vectores base eran a su vez vectores de la misma cantidad de dimensiones. En otras
palabras, los vectores base tienen que ser de la misma "especie” que los vectores que representan. Por lo que tiene
sentido pensar que los vectores base &, seran a su vez también funciones. Si son funciones, se evaluarian también
en x, por lo que tendrian que tener el mismo dominio que nuestra funcion f(x). Llamemos a estas funciones e,(x),
de tal manera que €, = ep(x). Recordemos ahora que el producto punto de un vector con alguno de los vectores
base unitarios nos daria la componente del vector en esa base, por ejemplo para un vector en 2D:

I |

21

~

Tenemos el producto punto de u con T como:

1 0
u-i= (235 @@ =21 @@+ (=35 @) =20 —35=2

Utilizando la identidad del producto punto vista en (2.1.2). Siguiendo esta misma légica, para un vector de N
dimensiones se debe cumplir también que:

V-€,=V,

Donde v, es la componente del vector v en la base &,. En nuestro caso, tenemos una funcion f(x), una base de

funciones e, (x) y una coleccién de puntos x, que forman el dominio de x. Entonces, para obtener las componentes
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de f(x) sobre una base tenemos:
f(x) - en(x) = f(xn)

Ademas, se tiene que cumplir que las funciones base e,(x) sean ortonormales:

en(X) “Em = 6nm

Noétese que aqui sigue representando el producto punto. Las funciones bases sirven como seleccionadoras, de
manera al obtener el producto punto de la funcion f(x) con e,(x) nos queda solo el valor de f(x,), que es un
solo punto, y ya no toda la funcién. Podriamos entonces expresar la funcion f(x) como una serie de puntos f(xg)

multiplicados por su funcién base:

N

F(x) = f(xa)er(x) + F(xx)ea(x) + - + Fxw)en = Y F(xn)én (2.2.1)

n=1

Esta representacion de la funcion la hace dependiente de la dimensién en la que trabajemos, de manera que f(x)
puede ser diferente a si misma si se consideran diferentes dominios. Esto no es ninglin problema, pues establecimos
anteriormente que lo que le da el atributo de vector a la funcién f es precisamente el dominio de x. En el primer
ejemplo escogimos 7 puntos como dominio de x, pero podriamos escoger 13, o 31, o los que sean. A continuacién
se muestra un ejemplo con mas puntos, y por ende mayor dimension. En cada caso seguimos tomando puntos
dentro del rango de —3 a 3, pero considerando mas valores en medio. Ademas, en vez de colocar &, como el

nombre de cada vector base, colocamos el valor numérico del punto x,, para que se entiende mejor la grafica:

| "

T T T T T T T T T T T T T TTTTTTTTTT T T T T T T T T T T T T T T T T TITT
-3 25 -2 -15 -1 05 0 05 1 15 2 25 3 -32-2-8-2.221-8-6-4.210-8-6-0.200.0.0.6.811.2.4.6.822.2.2.8.83

Entre mas nimeros tenemos, se hace mas complicado distinguirlos entre si. En este caso llegamos a las limitaciones
de nuestra representacion: cuando tenemos muchas dimensiones se vuelve tedioso darle un nombre a todas. Se
vuelve mejor nombrar solo unas bases, ya que de todas formas el resto de las bases seria solamente nombrarlas
por el numero en medio de las demas. Es decir, no necesitamos nombrar cada base porque el nombre de la base se
puede inferir del nombre de las demas. En el caso anterior, pudimos haber omitido el nombre de las bases —2.5,
—1.5, —0.5, etc., pues se entiende que si la base estd a la mitad entre, por ejemplo, —3 y —2, tendra el nombre
de —2.5. De manera similar para el caso de la derecha, si tenemos 5 barras por entero, se asume que estas van en
incrementos de 1/5, 0 0.2. Asi, podemos simplificar nuestro modelo de 31 dimensiones nombrando nicamente los

vectores base correspondientes a los nimeros enteros:
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Figura 2.2: Funcion en espacio de numeros reales

Otra representacion de este espacio seria colocando solo un punto en la grafica, en vez de toda la barra:

Y si tomamos mas puntos llegaremos a la grafica de una linea que vimos ya enteriormente. Podemos tomar una
cantidad infinita de puntos para tener una linea mas suave, con menos huecos, pero sigue siendo la misma funcion.
Cuando graficamos con una computadora se tienen a llenar estos huecos con lineas rectas, conectando asi todos los
puntos para dar una mejor imagen de la funcién, que no deja de ser aproximada, pues tenemos una cantidad finita
de pixeles en una pantalla y al final del dia no existe realmente la infinidad en el mundo fisico, solo aproximaciones
de ella. A continuacién vemos un ejemplo de esto con la gréafica de la funcién f(x) = x3 creada con diferente
nimero de puntos:
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Podemos ver como cambia la figura para 10, 20, 50 y 100 puntos. Notese como entre mas puntos tenemos, mejor
se aprecia la curva de verdad. Hay muchos de los puntos que estan en la linea para la primera grafica que en realidad
no forman parte de la funcién, son solo aproximaciones lineales de la curva. Aqui se ve demostrada nuevamente la
propiedad de otronormalidad de la base, pues un punto x, no nos puede dar informacién sobre otro punto X, pues
no podemos obtener informacién de €,, a partir de &,, ni de cualquier otro vector base que no sea €,,. En este
sentido, entre mas puntos tenemos, mas informacién tenemos, hasta llegar a infinito. Esto presenta un problema al
momento de intentar calcular el producto punto entre dos funciones. Veamos, por ejemplo, el calculo del producto

punto de la funcion f(x) consigo misma. Recordemos que para un vector cualquiera:
vov=|v)?

Partiendo de la definicién del producto punto con coseno en (1.3.1), ya que el angulo del vector consigo mismo
seria 0, y cos(0) = 1. Aplicando esto a la funcion f(x):

N N
f(x) f(x) = (Z f(Xn)én> : (Z f(Xm)ém> = |f(X)|2

Podemos juntar las sumas:
N

N
|V|2 = Z Z f(xn)f(Xm)en - &n

n

Por la identidad de una base ortonormal (2.1.2):

N N
|V|2 = ZZ f(Xn)f (Xm)0nm

Y como la Delta de Kronecker es cero siempre que n # m, solo sumamos los términos donde n = m, por lo que

se convierte en una suma solo sobre n donde el indice m es igual a n:

N

N
v =D FOa)f(xa) = Y IF ()]

n

Esto se conoce también como el Teorema de Pitdgoras de NV dimensiones. Sin embargo, tiene un problema: conforme
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crece N, la suma también crece. Y como una funcién puede tener espacio de dimensién infinita, el producto punto
explotaria hacia el infinito y perderia su utilidad. Tenemos entonces la necesidad de definir un nuevo producto punto
que sirva para arreglar este problema encontrado al lidiar con dimensiones grandes. La idea es incluir un factor
de escala para que se normalice, de tal forma que el producto converja aun cuando el nimero de dimensiones se
vaya a infinito. Para esto podemos pensar en algo que tengan en comin todas las representaciones de la funcion,
sin importar el nimero de puntos: el area debajo de la funcién. Si en vez de sumar las componentes de cada
base, sumamos el area del rectangulo que se forma, que cada vez es mas pequefio porque su ancho depende de la
distancia entre puntos, tendremos siempre un resultado finito. Sea Ax la distancia entre dos puntos adyacentes x,
Y Xn+1, que se mantiene para cualquier par de puntos adyacentes en el dominio de la funcién. Definimos el producto

punto mas general, al que llamamos producto interno, de la siguiente manera:

N
(FONg(x)) = F(xn)g(xa) Ax

Cuando N tiende a infinito, Ax tiende a cero, y tenemos una integral:

N
(FOOlg0) = Jim 3 FOxn)glnx = [ F()g(x) dx

La integral se hace sobre el espacio (dominio) de la funcién, y se acostumbra que éste sea en todo el espacio de

los nimeros reales. Por esta razén, es comidn encontrar el producto interno de una funcién definido como:

<ﬂmmw»=/#uwwwu (2.2.2)

R

Ahora que tenemos esta definicion del producto interno, podemos finalmente desenmascarar las funciones e,(x).

Segin la definicién recién obtenienda, se cumple que:

@@H@Dz/%wﬂﬂzﬂﬁ)

R

Existe ya una definicion de una pseudo-funcién que cumple esta propiedad, y se le conoce como la Delta de Dirac
0(x):

/f(x)é(x) = f(0)

R
Que se puede interpretar como un impulso, una funcion que esta definida Gnicamente en el punto x = 0 en
cualquier otro punto del espacio es igual a cero. El valor de §(0) es irrelevante, lo que nos interesa es que sea lo
suficientemente alto como para que la integral de la funcién nos de justamente f(0). Se puede recorrer la funcion

a un punto xg, de manera que la integral nos regrese la funcién evaluada en x = xg, en vez de en x = 0:

/f(x)6(x —xp) = f(x0) (2.2.3)

R
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De esta manera podemos definir nuestras bases como:
€, =en(x) =0(x — xp)

Se puede comprobar rapidamente con (2.2.3) lo siguiente:

(5(x — xa)|F (X)) = / 5(x — x)F(x) = F(x:)
R

Y podemos reescribir la ecuacién (2.2.1) como:

(e.9]

F(x) =D (8(x = xn)|F(x)) (2.2.4)
n=1

Ahora utilizando un namero infinito de vectores base, en vez de un numero limitado N. Esto porque, estrictamente
hablando, cuando tenemos una variable x en el espacio real, hablamos de niimeros racionales, y hay una cantidad
infinita de éstos. Esta es la base natural de las funciones, porque es muy evidente que seran ortogonales, ya que
d(x—xp) no tiene ninglin componente en §(x—xy,), pues solo esta definida en el punto x,, por lo que f(xm—x,) = 0.
De la misma manera que es evidente que el vector 1 es ortogonal a J porque no se contienen mutuamente, es facil
ver graficamente que esta base de Deltas de Dirac es ortogonal:

I
w

I
N

I
—
o
—
N
w

Sin embargo, podemos encontrar otra base de la que no sea evidente esta ortogonalidad, asi como encontramos

la base
Ly 3 -3, 1.
JIio | V1o 2= /10 Vo

Para el espacio de dos dimensiones. En este caso, los vectores &; y &> tienen ambos componentes en tanto T como

€ =

en j, por lo que no es evidente a primera vista que sean ortogonales. Pero, jpor qué cambiar de base?

2.3. Restricciones en el espacio

En la vida real, el uso de un nuevo sistema de referencia o de vectores base surge a partir de una restriccion en

el espacio. Por ejemplo, si tuviéramos unas calles en estilo Manhattan:
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L 6gicamente, pensariamos en que nos podemos mover Gnicamente en direcciones horizontal y vertical, i.e. Ty J.
Tendria sentido expresar cualquier vector de movimiento en términos de multiplos enteros de 1y j, pues son las
Unicas direcciones posibles. También podriamos encontrarnos, por ejemplo, corriendo alguna carrera en la que la

pista tiene forma de circulo con radio R, y en ese caso nuestro movimiento esta restringido por la ecuacion:

X2 +y? = R?

Como vimos en la Figura A.1, porque se forman triangulos rectangulos con lados x y y y con hipotenusa R. En
este caso, la solucion de la ecuacién es un valor de x y y, pues es una ecuacion numérica. Sin embargo, existen
también las llamadas ecuaciones diferenciales, cuya solucién es una funcién. Por ejemplo, la ecuacion de la segunda

ley de Newton:
dx?
m——s = F
dt
Que nos dice que la fuerza total es igual a la masa por la aceleracion, y ésta a su vez es igual a la segunda derivada

de la fuerza. Si la fuerza es una constante, llegamos a una solucion de la forma:
o
X =at‘+bt+c

Podriamos decir que x es una funcién que se construye a partir de las funciones base e;(t) = t2, ex(t) =ty
e3(t) = 1. Si multplicamos cada funcién por alguna constante a, by ¢, obtendremos una posible solucién. Y cada
solucién puede escribirse como una suma de otras soluciones. A esto se le conoce como principio de superposicion.

Hay ecuaciones mas interesantes, como la ecuacion de onda en una dimension:

82 , B2
ae2! = ¢ a2t
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Que tiene soluciones estacionarias de la forma:
u(x) = Acos(kx) + Bsin(kx)

De este tipo de ecuaciones surge la idea de tener nuevas bases. Precisamente de la ecuacién de calor (en una
dimension):

ou 5 62

— =C

ot Ox?
Es que surge la Transformada de Fourier. En este caso, las soluciones también tienen forma de senos y cosenos,
por lo que trataremos de ver qué tienen estas funciones de especial.
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2.4. La Serie de Fourier

Para buscar una base ortonormal necesitamos que el producto interno entre las bases sea cero, y para hacer
esto tendriamos que estar probando con grupos de funciones, pues recordemos que la base debe ser de dimensiones
infinitas. Para esto nos sirven las restricciones, como las de ecuaciones diferenciales, que nos gufan por un camino
para encontrarlas mas facilmente. En nuestro caso, trataremos de ver una base con funciones de tipo senos y
cosenos, segin la forma de las soluciones de la ecuacién de onda, como cos(kt) y sin(kt), i.e. en funcién del
tiempo. Esto no cambia nada en la teoria que hemos construido hasta ahora, solo es una forma diferente de
pensarlo, pues ahora el dominio esta en los valores de t, en vez de los valores de x. Veamos primero como se

comportan estas funciones para k = 1, i.e. cos(t) y sin(t):

:

g
W
3

b W% _

Se puede ver que son periodicas, especificamente con periodo 27:

&

o W n , g

Podemos entonces concentrarnos en uno solo de estos periodos, que se repetiran a lo largo del espacio, y ahora
veamos para diferentes valores de k:

i
LX)

=




2.4. LA SERIE DE FOURIER 45

Tenemos en cada figura cos(t), sin(t), cos(2t), sin(2t), cos(3t), sin(3t). Algo interesante a ver es que en el caso
del coseno, todas las frecuencias empiezan en 1 cuando t = 0, y en las orillas, cuando t = T, tienen valores
alternados entre 1 y —1. Por su parte, el seno empieza siempre en 0 cuando t = 0 y en las orillas, cuando t = T,
también. Podemos ver que las funciones con mayor k parecen tener un periodo mas pequefio, pues aln dentro
del periodo de 27 se repiten. Pero en general, se puede definir un periodo de 27 para todas las kK > 1 también.
Entonces, hace mas sentido restringir el dominio de la funcion de —m a . Ahora si podemos analizar el producto

interno, de la siguiente manera:

™
(cos(nt)|sin(mt)) —/ cos(nt)sin(mt) dt
—Tr
Veamos cual el el resultado de esta integral. Podemos darnos cuenta de que cos(nt) es una funcion impar, mientras
que sin(mt) es una funcién par. De manera que el producto de éstas es una funcién impar, y como tenemos un

intervalo simétrico, la integral dara cero:

™
(eosat e = / o)) e = @
—T
Esto es bueno, pues nos indica que senos y cosenos son ortogonales entre si. Sin embargo, esto no nos basta, pues

también los cosenos deben ser ortongonales entre si, y los senos. Es decir, tenemos que evaluar todavia:

(cos(nt)|cos(mt)) = /7r cos(nt) cos(mt) dt (2.4.1a)
G = /7r sin(nx) sin(mt) dt (2.4.1b)

Evaluar estas integrales directamente no es posible, tendremos que hacer uso de algunas identidades trigonométricas
que nos simplifiquen el problema. Por la forma que tiene, podemos utilizar la identidad de suma de argumentos del
coseno (A.3.2), dada como:

cos(a + ) = cosBcosa FsinGsina

De esta identidad podemos sacar dos identidades, una con la suma y otra con la resta, de las que podriamos

despejar los productos de seno con seno y coseno con coseno. Si sustituimos a = nt y 3 = mt obtenemos las dos
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ecuaciones:

cos(nt + mt) = cos(nt) cos(mt) — sin(nt) sin(mt)
cos(nt — mt) = cos(nt) cos(mt) + sin(nt) sin(mt)
Si las sumamos llegamos a

cos(nt + mt) + cos(nt — mt) = 2 cos(nt) cos(mt)

Que se puede expresar como

cos[(n+ m)t] + cos[(n — m)t]

cos(nt) cos(mt) = 5 (2.4.2)
Con esto podemos resolver la integral (2.4.1a)
(cos(nt)|cos(mt)) = /7r cos(nt) cos(mt) dt

~[™ cos[(n+ m)t] + cos[(n — m)t]

= ; . dt

— % /7r cos[(n+ m)t] dt + /7T cos[(n — m)t] c/t]

! :sin[(n—i- m)t]|™  sin[(n—m)t]|"

T2 n+m |, n—m _J

1 [sin[(n+m)nw] sin[—(n+ m)x]  sin[(n—m)r] —sin[(n — m)m]

"2 ntm n—+m L n—m ]
El seno es una funcion impar, i.e. sin(—x) = —sin(x), entonces:

(cos(nt)|cos(mt)) =

1 [sin[(n+ m)m]  sin[(n+ m)w] sin[(n—m)mw]  sin[(n — m)7]
2 [ n+m - n+m i n—m i n—m ]

Podemos agrupar

1 [ SHGE L " 2sin[(n — m)m| . SR N sin[(n — m)m]
2

t t) ==12
<cos(n )|cos(m )> n-—+m n—m n-—+m n—m

Recordemos que tanto n como m son enteros, por lo que m+ ny m — n son también enteros. Recordemos la
grafica del seno:

—47 — 27 = i 3 I
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En todos los mdltiplos enteros de 7, la funcién de seno vale 0:
sin(km) =0, ke Z
Por lo que sin[(m + n)m] = 0y sin[(m — n)7| = 0. Entonces tenemos:
(cos(nt)|cos(mt)) =0

Sin embargo, hay un caso especial, cuando n = m, el denominador de la segunda fraccién también se hace 0, pues
n— n = 0. Por lo que tenemos que analizar el limite:

sinf(n —m)m] i sin(m§)
n—m . glno €

(cos(nt)|cos(nt)) = lim
m—n
Para este limite utilizamos la Regla de L'Hépital (B.2.1)

7 cos(Tg)

(cos(nt)|cos(nt)) = €|f_r>T10 = 7r£I|’_r)n0 cos(mé) =1

Podemos comprobar este limite graficamente también:

0.511\-/22.53

-3 25 A —-15 1 —-05 5

Entonces tenemos:

0, n#m
(cos(nt)|cos(mt)) =
T o n=m

Podemos reconocer esto como una delta de Dirac multiplicada por 7:
(cos(nt)|cos(mt)) = Tonm (2.4.3)

Para el caso del soble seno se pueden restar las ecuaciones originales para llegar a

cos(nt — mt) — cos(nt + mt) = 2sin(nt) sin(mt)
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De donde sale
cos[(n — m)t] — cos[(n + m)t]

2

Con esto podemos resolver la integral (2.4.1b) de la misma manera que (2.4.1a), se llega con un procedimiento

sin(nt)sin(mt) = (2.4.4)

analogo a:
(sin(nt)|sin(mt)) = Tonm (2.4.5)

Entonces, la base formada de los cos nt y sin mt sumple todas las caracteristicas de una base ortogonal. Nos faltaria
normalizarla, dividiendo entre 7r:

% (cos(nt)|cos(mt)) = % (sin(nt)|sin(mt)) = dpm (2.4.6)

Podemos entonces expresar una funcion f(t) en términos de esta base como lo hicimos con la base natural de las
Deltas de Dirac en (2.2.4):

f(t) = ii (cos(nt)|f(t)) - cos(nt) + ijr (sin(mt)|f(t)) -sin(mt) (2.4.73)

Esto se puede simplificar mas, considerando que los (cos(nt)|f(t)) y (sin(mt)|f(t)) son los coeficientes de la

funcidn f(t) sobre las bases de cosenos y senos, por lo que podemos darles nombre de la siguiente manera:

us

oy = % (cos(nt)| (1)) = jr/ @) b=

—T

s

(sin(mt)|f(t)>:71r/ sin(mt)F(t)dt  (2.4.7b)

1
U —T
Recordando la defincion del producto punto en esta base, tomando solo el dominio de [—7, w]. De aqui sale la

expresion simplificada

f(t)= i apcos(nt) + i b sin(mt) (2.4.7¢)
n=0 m=0

Como los indices n'y m tienen el mismo rango, podemos juntar ambas sumatorias en una sola:
(o]
f(t) =Y [ancos(nt) + bysin(nt)] (2.4.7d)
n=0

Y listo, lo hemos logrado: llegamos a la expresién de la Serie de Fourier, que nos sirve para representar una funcién
en términos de una base de senos y cosenos de diferentes frecuencias. Es importante mencionar que la Serie de
Fourier sirve exclusivamente para funciones que estan definidas solo en el intervalo [—, 7], por eso el producto
interno se hace solo dentro de este dominio. Podemos tomar una funcién cualquiera y recortar su dominio para

poder hacer una representacion de Fourier. Si tenemos, por ejemplo, la funcion f(t) = t. Tendriamos:
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Podemos expresar esta funcion en la base de Fourier, pero como una aproximacion:

N
f(t) =~ Z [an cos(nt) + by sin(nt)]
n=0

Para un namero finito de N, porque en el mundo real solo podemos trabajar con elementos finitos, y ademas
podemos conseguir muy buenos resultados para N no muy grandes, sin necesidad de llegar a infinito. Por ejemplo,
tomemos dos valores: N =5y N = 10:

Entre mas términos de la suma incluyamos mas parecida se vuelve a la funcion real, y en el infinito se hace
exactamente igual. Como los senos y cosenos son periddicos en 27, tenmos que se repetira la grafica muchas
veces, Como se ve a continuacion:

Pero aqui tenemos una restriccion, porque estamos limitados a que la funcién esté definida Gnicamente en el
intervalo [—m, 7]. Tenemos que las ondas tienen un periodo de 27, y si consideramos la relacion entre la frecuencia
y el periodo:

1
T==
f w
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Donde f es la frecuencia temporal y w es la frecuencia angular, acomodado de tal manera que las frecuencias
no nos queden en términos de 7, sino que mas bien una frecuencia de k = 1 represente una vuelta completa al
circulo de 2. Tenemos la frecuencia base w1 = 1, que es la fundamental (en n = 0 simplemente tenemos wg = 0,
esto no es una frecuencia fundamental). Todos los senos y cosenos tienen frecuencias multiplos de wi, i.e. 2wy,
3wi, etc. Si quisieramos medir una frecuencia w’ que no se pueda expresar como un maltiplo entero de wy, no es
posible con nuestro modelo actual. Debemos cambiar w; de manera que w’ = kwy, donde k € Z. Pero al cambiar
w1, se cambiarfa también el periodo Tg, y por lo tanto cambia también el dominio sobre el que se hace el producto
interno. Como empezamos en 0, el dominio seria [—Tp/2, To/2], y estos serian los limites de la integral también.

Entonces tenemos: -
f(t) = Z [an cos(nfit) + bysin(nfit)] (2.4.8a)

n=0

Si establecemos el periodo como T y recordamos que f; = 2w, tenemos los coeficientes definidos como:

2 %) T/2
B / cos(2mnwy )F(£) dt (2.4.8b)
T T Jo1p2
3 2 T/2
b, = = (sin(2mnw1 t)|f(t)) = / sin(2mnwynt)f(t) dt (2.4.8¢c)
T T Jo1p2

Y si expresamos la frecuencia angular w en términos del periodo T, tenemos:

f(t) = i [an cos (Tt) + by sin (2;{”1“)} (2.4.9a)

n=0

Con los coeficientes definidos como:

an 72_<cos (2;[/71_‘> ‘f(t)> = 72_/_://22 Ccos (2;r_nt> f(t)dt (2.4.9b)

b, = % <sin <2;r_nt> ‘f(t)> = i/:/; sin <2_7;nt> f(t)dt (2.4.90)

Y ahora podemos definir la Serie de Fourier para una funcién en el dominio [—-7 /2, T/2]. Hemos llegado hasta

aqui, y ahora introduciremos los nimeros complejos para simplificar aln mas la Serie de Fourier.



2.5. LA SERIE DE FOURIER: VERSION COMPLEJA 51

2.5. La Serie de Fourier: Version Compleja

Antes de leer este capitulo se recomienda fuertemente revisar el Apéndice Nimeros Complejos sobre Nameros
Complejos. Teemos por la identidad de Euler (D.2.1):

e'® = cos ¢+ isin ¢

Si escogemos ¢ = QLT”/t, tendriamos:

e Tt = ex 27r—nt = CosS @t + isin @t (2.5.1)
—OP\T ) T T T -

Vemos una similitud con (2.4.9b). Si multiplicamos la ecuacion por un nimero complejo z = a + i3, obtenemos:

ze'® = (a + iB) (cos ¢ + sin ¢)
= acos®+ iBcosd+ iasingd — Bsind
= (acos¢p — Bsing) + i(Bcosd + asing)

Sin embargo, tenemos una parte real y una parte imaginaria, y en nuestra serie original sélamente habia nimeros
reales, por lo que no podemos utilizar esta cantidad de la manera en que estd mostrada. Nos gustaria obtener
Gnicamente la parte real, i.e.:

R(ze'?)

En este caso, la parte que no tiene multiplicando /:
R(ze'?) = (accos ¢ — Bsin )

Nétese la similitud con aj, cos(wt) + by, sin(wt). Entonces podemos armar nuestra serie con coeficientes y, € Z si
tomamos (nicamente la parte real de éstos. Los coeficientes estan definidos como el producto interno de la base

e (P 0)

Y debido al producto interno de vectores complejos, tenemos:

Vn = % <exp (/'Q;r_nt> ‘f(t)> = 72_/://22 exp (—Tt) f(t)dt (2.5.2)

Noétese que el argumento de la exponencial se hace negativo en la integral, porque tenemos que sacar el conjugado

con la funcion:

segn (D.5.1). Finalmente, nos interesa Gnicamente la parte real de estos coeficientes, asi que la calculamos:

2/”2 ( .27rn>
= exp | —i—t ) f(t)dt
T J_1/2 T ()

§R(’)’n) =R
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Podemos pasar el operador de nlimero real dentro de la integral, ya que el Gnico niimero complejo es la exponencial:

R(y,) = i/_TT/; F()R [exp (—/T’t)] dt

Para obtener la parte real simplemente restamos al nUmero complejo su conjugado, como se ve en el Apéndice de
Ntmeros Complejos (Conjugados) en la ecuacién (D.3.3):

z+z*

R(z) =

Primero obtenemos el conjugado. Por (D.3.1) sabemos que el conjugado de un exponencial complejo es el mismo

exponencial pero con el angulo negativo:

N = i/_TT/; f(t)?R{exp (—/QW(T_”) t>} dt

Si analizamos (2.5.2), podemos ver que el lado derecho de la ecuacion es equivalente a calcular y_p:

— % <e><p </2”(T_”) t) ‘f(t)> = i/j:z exp (-/2”(;”) t) F(t) dt (2.5.3)

Por lo que 7y} = «v_,. Entonces, la parte real de 7y, estd dada por (D.3.3) como:

Yn +Y—n

R(vn) = 5

Esta parte real de ¢, seria la proyeccion de la funcion f(t) sobre nuestra nueva base exponencial compleja, por lo
que podemos expresar la funcion como una suma de todas las proyecciones sobre todas las bases de la siguiente

= Yn + Y=n 2mn
f(t) = ZTexp /?t
n=0

En vez de sumar sobre n de 0 a oo, como tenemos ny —n en la suma, podemos hacer la suma de —oco a oo:

_ 3 Do (210
f(t) = 5 exp( - /t>

n=—oo

Mmanera:

Y si definimos ¢, = «y/2:
- p)
f(t) = Z Ch exp (;_m/t> (2.5.4)

n=—o0

Con los coeficientes ¢, definidos como

Ch = % <exp (—2;”/1“) ‘f(t)> = 71_/_TT//22 exp (—2;_”7/7_‘) f(t)dt (2.5.5)
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Recordando la definicion de la frecuencia angular w = 27/T y w, = nws:

> . 1 ) 1 T2
fH)= > cpe™t = T (e “nt|f (1)) = T /T/2 e "t (1) dt (2.5.6)

n=—0o0

En realidad, esto solo una simplificacién de notacién, no hace la integral mas facil de calcular, tenemos que hacer
exactamente los mismos calculos. La ventaja es que queda expresada de manera mas compacta y también nos
podemos dar cuenta que, a diferencia de tener los senos y cosenos por separado, tenemos todo junto, por lo
que podemos asociar un coeficiente ¢, a cada frecuencia. Estos coeficientes nos diran entonces la presencia de la
frecuencia angular w, = nw, en la funcién a medir. Como ahora tenemos definida la Transofrmada de Fourier para
cualquier periodo T, podemos finalmente analizar senales como las que vimos en el capitulo de Introduccion en la
Figura 0.1.
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2.6. La Transformada de Fourier

Ahora se viene una pregunta interesante. Hemos establecido que el periodo T puede tomar el valor que sea.
Pero, jqué ocurre cuando T — oo? Es decir, si tomamos todo el espacio de nameros reales, para funciones que

no son periddicas en absoluto. Nos interesa ver qué ocurre con los coeficientes ¢, [5]:

1 [T/ »
— f(t)e 't dt
T/_T/z (®)

Tenemos que w, = nwy = n/T es la frecuencia angular del harmonico n. Definimos:

lim ¢, = lim
T—o0 T—o0

F(w) = /T/Z2 f(t)e “idt

_T/
De manera que podemos deinir los coeficientes ¢, utilizando F(wp) a partir de la ecuacién (2.5.6):

1
Cn = ?F(Wn)

Y entonces podemos expresar f(t) en términos de esta nueva definicion compacta de c:
f(t) =D FF(wn)e™"
—00

Podemos expresar T en términos de la frecuencia angular base, i.e w:

_27r

T =
w1

En el limite T — oo, la frecuencia base sera practicamente 0 (pues la "onda” no se repite, ya que completa apenas
un periodo en todo el espacio), lo que resulta problematico para el limite. Podemos hacer un truco, y es que la
diferencia entre w, y wpt1 €s precisamente wi, debido a que w, = wi. Entonces podemos definir w; = Aw, y

entonces tenemos:
2 1 Aw

T =— R ——
Aw T 27
Y entonces para f(t):
f(£) = Y 5o Flwn)e™

Reestructurando:

1 — :
f(t) =5 > Flwn)e™ Aw

Veamos ahora si el limite con T — oo

T—o T—o0

) ’ 1 ¢ wnt
Iim f(t) = Iim %Z.OF(wn)e"” Aw
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En el limite podemos ver claramente que Aw — 0, y entonces podemos entender la suma como una suma de

Riemann, que se convierte en una integral en el limite L — oo, con Aw — dw:

1 [ :

F(t) = / F(w)e™t duw (26.1)
21 )

De manera que pasaremos por todas las posibles frecuencias w, dado que Aw es muy bajo. A esto que tenemos

aqui le llamamos la Transformada Inversa de Fourier, mientras que:

[o.¢]
F(w) :/ f(t)e “tdt (2.6.2)
—00

Esto es meramente una convencion, pero se entiende de manera que la Transofrmada de Fourier nos pasa de una
funcién f(t), en el espacio del tiempo, a una funcién F(w), en el espacio de frecuencias. Por lo que la ecuacion
(2.6.1) queda como la transformada inversa, ya que nos regresa al espacio de tiempo original. Basicamente, la
Transformada de Fourier nos da los componentes c,, que nos indican las amplitudes de cada frecuencia angular
wy, (o frecuencia f,), pero para un caso continuo donde pasamos por todas las frecuencias. Antes teniamos un
namero limitado de frecuencias que eran multiplos enteros de la fundamental, pero al hacer wg — 0, podemos
pasar por todas las frecuencias posibles. Por su parte, la Transformada de Fourier Inversa nos presenta la Serie
de Fourier, los ¢, multiplicados por la base e~/“f en forma de integral porque estamos haciendo una suma sobre
valores continuos, sobre todas las frecuencias posibles (por eso la integral en dw), y se agrega el factor 2 como
normalizacién, similar a cémo antes dividiamos entre el periodo. En resumen, tenemos lo siguiente:

1 [T/2

Ch=— f(t)e Wt gy =%° F(w)—/ f(t)e “tdt
T -T/2 —00

~

o . i 1 00 .
f)= Y chelrt =2 f(t):zﬂ/ F(w)e™ dw

n=—o00 -

La Gnica diferencia es que ahora pasamos por todas las frecuencias y el dominio es todo el espacio de los nimeros

reales. Lo interesante que podemos ver es la simetria que tiene la transformada de su inversa.
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2.7. La Transformada Discreta de Fourier: Seinales Digitales

Para hacer una integral requerimos de un espacio continuo, pero el el contexto digital tenemos un espacio
discreto, una cantidad finita de bits a procesar, y la integral se convierte en una aproximacién por medio de una

suma sobre un vector discreto t de dimensién N dado como:

Donde los tx son diferentes puntos en el tiempo. Si consideramos que todos los tiempos tienen el mismo espaciado

entre si, tx+1 — tx = T, podemos expresarlos como:
ty = kT

Graficamente, tendriamos lo siguiente:

—e ® ® ® ® ® ® ® ® ° °
to t1 o t3 7} t5 te t7 tg to  tio

Donde cada punto es un fx, i.e. una muestra del tiempo t. Ahora tenemos un espacio reducido a dimension N,
partiendo del vector infinito de t y tomando muestras de éste separadas por espacios 7. Por lo que una funcion,

f(t) se vuelve una serie de puntos f(tx) en este espacio, que podemos definir como f:

fg
fr e fy
f2 o ]
h e g 7 fi0

— ® © ® © © © ® ® L o
to t tr [} ta ts te t7 ts t9 tio

Recordemos ahora como definimos la serie de Fourier como un cambio de base a funciones trigonométricas, o en
el caso de la transformada compleja a exponenciales complejas, sumando cada una de éstas multiplicada por la

proyeccion de la funcién sobre las mismas:

(e.o]

()= Y (e

n=—oo

f(t)) et

Donde K es un factor de normalizacion, para que la proyeccion sea valida (escalando el producto interno en vez
de hacer el vector unitario previamente). Esto se cumple siempre y cuando la base {e/“"} sea ortogonal. Hemos
comprobado que, para un espacio infinito, se cumple la ortogonalidad de senos y cosenos, y por tanto de exponen-
ciales complejas. Sin embargo, debemos comprobar que esto se cumple también para un espacio de dimensiones

limitadas, donde tomamos Gnicamente puntos muestra de la funcion y no todo el espacio de ntimeros reales. [3]
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Las exponenciales también tendrian puntos muestra, si definimos

IWnty

g(tk) = e
Tendriamos puntos gk. Si dividimos esta funcion en su parte real e imaginaria como

gk = ak + ibg
Tendriamos puntos muestra de funciones senoidales y cosenoidales, como se ve a continuacion:

a
0 ai aio

a dg
\'\ as ag /'/.
e e & ‘\%\o & /{7/ e e -
to 5] to i3 as a6 % ts to  tio
o o

by
bo

@
to t1

Entonces, el producto interno ya no serfa una integral, sino una suma finita sobre las multiplicaciones de estos
puntos, recorriendo sobre todos los puntos k. Con esto en mente, podemos finalmente verificar la ortogonalidad

de las exponenciales en nuestra base N-dimensional:

1o
<elwt

=

=l N—-1
; b ; o
e/wt> _ e Wtk gl — § : elk’T(UJ w')
k=0

x
Il
o

Sl w = w':
1

eiwt> _ Z olkT(0) — Nz_:l 1=N
n=0

k=0

il
<e/wt

Si w # W', podemos resolver la suma utilizando la serie geométrica:

=
L

Sk _ 1-2zZN
Pt - =z
N—1 3 —af
(e7]er) = 3 (ermon) - 1= e/Nrtu)
1 — elT(w—w)
k=0

Dado que w # w’, esperariamos que el resultado sea cero, porque queremos que la base sea ortogonal. Para esto

necesitamos que el numerador sea cero:

1 — eiNT(w—w’) —0= 1= eiN‘r(w—w’)
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Esto implica que el argumento debe ser un multiplo entero de 27:

21N

NT(w—-w')=2mn = w—-—w = —
T(w —w) ™m = W—w N

Si definimos fs = 1/7 como la frecuencia de muestreo, i.e. cada cuanto tiempo tomamos una muestra, tenemos:

2Tn
w—uw ="
N
Esta diferencia de frecuencias puede tomar diferentes valores segn n, lo que implica la existencia de una diferencia

minima Aw, que claramente es 0 para n = 0, pero nos interesa el siguiente valor mas pequefio, n = 1:

2T

Esto implica que tenemos también un muestreo para las frecuencias w, que estan separadas por un Aw entre si,

analogo a At = 7. Entonces, podemos definir frecuencias wy,, al igual que los tx, como multiplos enteros de T:

2mn
Wp = nAw = —fs (2.7.1)
N
Pero dada la periodicidad de las exponenciales complejas, solo son relevantes los valores n € [0, N). Definimos la

fase ®p como:

(DN = e’aWWfS
Y si la elevamos a la n obtenemos justamente e/“r;
n 2\ i iw
Py = (e'n") =e'n’s = (2.7.2)

Podemos graficar estos valores en un circulo unitario, para N = 8:

b3

g

Es evidente que N = CD(,)V, nuevamente por la periodicidad. Por lo que solo tenemos esas N frequencias, de wq a
wp-—1, al igual que con el tiempo:

w = (Wo, W1, W2, ..., WN-1)
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Volviendo a la expresion anterior, tenemos entonces la funcion f(tx) definida como:

=
0

<f(t) ’ eiwnt> eiwntk

x| =

f(tk) =

I
o

n

La principal diferencia con la Serie de Fourier es que ya no estamos aproximando la funcién por tener un nimero finito
de puntos, pues aqui nuestro espacio total es de N puntos, y si hacemos un cambio de base a N puntos, seguimos
teniendo toda la informacion. La igualdad se cumple para cualquier valor de N, siempre y cuando recordemos que
la funcion f(t) esta definida Gnicamente en ciertos valores tx. Encontramos ya que el producto interno de dos
exponenciales nos dara N, por lo que la constante de normalizaciéon es igual a N. Esta seria la Transformada

Discreta de Fourier Inversa:

N-1
1 .
f(t) =4 > Fwp)e™n (2.7.3)
n=0
Donde hemos definido la Transformada Discreta de Fourier (DFT) como:
F(wn) = (F(t)|e™)

Dado que ya hemos obtenido el factor de normalizacién, podemos expresar el producto interno simplemente como
una suma de multiplicacion componente a componente, recordando tomar el conjugado de la exponencial por estar

a la derecha del producto interno:

N—1
F(wn) = (f(t)]|et) = Z fiee™iwntk

k=0
Recordando cémo definimos w, en (2.7.1):
N-1L 2mnfst)
F(wy) = Z fre™' TN
k=0

Recordando la definicion de tx = kT y fs = 1/7 llegamos finalmente a

2mwkn

N—1
Flwn) = fre "W (2.7.4)
k=0

Podriamos redefinir la transformada de manera que el factor de N quede como v/N y agregamos v/N en la suma,

para balancear y que sea simétrica:

N—1
1 :
Fs(wn) = —= > F(tx)e 2mm/N (2.7.5)
\/N k=0
N—-1
fte) = L > Fs(wpn)em™ /N (2.7.6)
\/N n=0

A esta también se le conoce como DFT normalizada.
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2.8. La Transformada Discreta de Fourier: Version Matricial

Se recomienda fuertemente leer primero el Apéndice Algebra Matricial, o tener conocimiento previo de matrices,
para poder entender bien los conceptos que se presentan en esta seccion. Recordemos la definicion de &y de (2.7.2),

como fase fundamental. Definimos otra fase 2y de la siguienta manera:

2T

Si nos vamos a la transformada de Fourier en (2.7.4), podemos expresar la exponencial en términos de Qy:

2
L
2
,_.
T
=

QR
0

Flur) = X2 e = 3 000 3 5 (o)
0

>
Il
o
>
Il
>
Il

Dado que tenemos la multiplicacién de los f, con los Q”Nk, y la suma va sobre los indices k, podemos reexpresar

la suma como un producto punto de vectores, donde fx vy Q’,{,k son los componentes k de cada vector. Tendriamos

entonces:
F(wn) = () - Qy
Donde €2, es un vector renglon:
af = [of° ot .. R ], aff = el

A su vez, podemos definir un vector columna de la Transformada:
F= _ , Frn=F(wp)

Dado que cada una de las componentes del vector F surge de un producto punto, motiva la idea de representar
esto un producto matricial. Si nos fijamos bien, Q’,{;k tiene indices ny k, y la matriz renglon recorre sobre los indices
k. Podemos entonces crear una matriz como en (C.3.1a) con la matriz A, con n vectores renglén. Llamamos a

esta matriz W, y cada vector como Qf, =
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Si vemos los elementos individuales de la matriz W, tendriamos elementos W), x = Q’f\,'k, recorriendo sobre cada k

por cada vector n. Tendriamos finalmente la matriz dada como:

QO-O
Ql-O

Expresado en términos de w, y t:

i efiUJo to
efl'UJ1 to

W _ e*IUJ2 to

e iwn-1to

QO~1
Ql~1
Q2'1

QO~2
Ql~2
Q2'2

Q(N—1)~O Q(N—l)-l Q(N—1)~2

e*/woﬁ e*/wotQ
e*/w1t1 e*/wltg
efiwgfl effwth

e lwWn-1t1  p—iwn-1to

QO (N-1)
Ql~(N—1)
02(N-1)

Q(N=D)-(N-1)

e~ iWotn—1 i

efiw1 tn—1

e watn—1

e IWN-1tN-1

(2.8.2)

Si agregamos el vector f(t) a la derecha multiplicando la matriz, tendriamos como resultado el vector F, con los

Fp, definidos como t - Qj:

F=Wt —

Fo Qo0
F QL0

> = Q20

Fn_1 Q(Nfl)-O Q(Nfl)-l Q(Nfl)-2

QO~1 QO~2
Ql~1 Ql~2
Q2'1 Q2~2

QO~(N—1)
Ql~(N—1)
Q2~(N—1)

O(N-1)-(N-1)

[ F(to)
f(t1)
f(t2)

| F(tn-1) ]

Asi definimos la DFT como una simple operacion matricial. También podemos definir fx en vez de f(tx) para casos

en los que se desconoce la funcién y solamente tenemos puntos de la misma sin contexto:

Fo
F1
F>

Fn-1

QO-O
Ql-O
— | @B

Podemos también simplificar los exponentes:

Fo QO
F1 Qo

Fo| = [0

Fn_1 QY

QO~1
Ql~1
Q2'1

QO
Ql
QQ

QN—I

QO-2
Ql-2
QZ-2

Q(N;l)-o Q(N;l)-l Q(N;l)-Z

QO
QQ
Q4

Q2(N-1)

QO~(N—1)
Ql~(N—1)
QZ~(N—1)

Q(N-1)-(N-1)

QO
QNfl
QQ(Nfl)

Q(N-1)?

fo
fi
fo

fo
fi
f
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Podemos simplificar todavia mas si recordamos que 2 es una funcion periédica. Al momento que llegamos a

n-k =N, completamos el circulo y volvemos a 0. En otras palabras, se cumple:

Y esto se cumple también para cualquier mualtiplo £ entero de /V:

Analicemos entonces el caso de que el argumento sea x(N — 1):

QN+X _ QX

QZN+X _ QX

QX(N—l) _ QXN—X — QO

Para cualquier x entero. En el caso especial de que x = 1 tenemos:

Y en el caso especial de que x = N — 1, tenemos:

QN—l _ Ql(N—l) _ Q—l

Q(N71)2 — QN-1)(N-1) _ -N+1 _ )l

Basicamente, podemos quitar todos los N de las potencias. Si consideramos esto, y ademas que 2° = 1, tenemos

finalmente:

)
F1
F>

1 1 1
1 Q Q2
1 Q2 Ot
1 Q1 Q=2

1
Q~1
972

Ql

fo
f
fo

(2.8.3)
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2.8.1. Ejemplo para 4 puntos

Veamos un ejemplo, para N = 4:

1 1 1 1

W, 1 o 92 ot
1 Q2 Qf Q7
1 Q! 02 Qf

Graficamente podemos ver los diferentes valores de Q":

Ql

0?2 QO

Q3

Algo que es evidente también es la periodicidad de la funcién, lo que hace que Q1 =Q* 2 =Q?y Q1 = Q41 =
Q3. Para fines practicos, se opta por expresarlo en la potencial con valor absoluto minimo. Si sustituimos los valores
de Q = e 2™/N tenemos:

1 1 1
e—i27r/4 e—i47r/4 Qi27r/4

W4 = Q—i47r/4 Q—i87r/4 Qi47r/4

N T

Qi27r/4 Qi47r/4 Q—i27r/4

Podemos después obtener los valores concretos a través de la representacién grafica o haciendo los calculos. Al
final, obtenemos:

R T =
|
[
—
|
—

Esta representacion es bastante Gtil para programarla numéricamente. Ademas, su verdadera utilidad vendra cuando
busquemos aplicar la Transformada de Fourier Cuantica (QFT).
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Capitulo 3

Computacion Cuantica

3.1. Introducciéon a la Computacion Cuantica

La computacion clasica funciona a base de bits, que son valores binarios: 0 o 1, si 0 no, presencia o ausencia,

etc. Podemos representarlos como circulos puntados de negro (0) o blanco (1):

Lo atil de los bits es la facilidad de representarlos a través de la electrénica. Un O puede significar la ausencia de
sefal mientras que el 1 la presencia de la misma, y a través de sélamente estos dos nimeros se pueden armar
todo tipo de instrucciones especificas. Es un sistema muy simple y poderoso, Gtil para muchos fines. Sin embargo,
hay un area en la que deja que desear: analisis de miltiples estados. En general, los problemas de combinatoria
o donde tenemos muchas posibilidades que explorar, son costosos computacionalmente porque, si bien podemos
representar por medio del sistema binario todos los estados posibles, tenemos que analizarlos uno por uno, y esto

crece exponencialmente. Supongamos que tenemos 2 bits tenemos entonces 4 formas de acomodarlos:
Si tenemos 3 bits, ahora existen 7 formas:

OO0 OCe OO0 Cee 600 000 000 000

En general, para n bits, tendremos un total de 2" formas de acomodarlos. Este es un crecimiento exponencial, y
llegara un punto en que la computadora no pueda mantenerse parejo con estos calculos. El poder de la computacion
cuantica radica en la posibilidad de analizar maltiples estados simultdneamente, gracias a la superposicion. En vez
de tener Gnicamente estados puros, podemos tener estados que se expresan como una combinacién de los estados

0y 1, obteniendo estados en diferentes escalas de grises, en vez de solo blanco y negro:

000000

65
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En computacion clasica, cada uno de estos circulos representa un bit, que puede ser 0 o 1. En computacion
cuantica, trabajamos con qubits, y estos son representados por medio de estos circulos con escalas de grises.
El gris se forma con una mezcla de negro y blanco, por lo que tiene 2 grados de libertad. Entonces, podemos
representar el estado de un qubit por medio de un vector 2-D. Especificamente, por vectores complejos, a los que
llamamos bras y kets (ver Notacion Bra-Ket en Apéndice Nimeros Complejos). En dos dimensiones, tenemos los

kets dados como vectores columna de 2 x 1:

Mientras que los bras son vectores renglon de 1 x 2:

(Yl = [dfo* wl*}

El producto interno esta dado como la multiplicacién matricial de un bra con un ket, que en notacién de Dirac se

simplifica como:

$o
1

En este caso, tenemos la base como &; = |0) y & = |1), i.e. el estado puro de un qubit en O y en 1. Podemos

(Yl¢) = {%* ¢1*} [ ] = YoPo + Y1d1

representar entonces cualquier estado |¢) de un ket en la base de {|0), |1)}:

[¥) = @l0) +a 1)

Sin embargo, los estados deben estar normalizados:

(YY) =1

Pero también:
(WlY) = (o (O] + ¢1 (1])(c0 |0) + c1 [1))

Y por la ortonormalidad de los estados:

W) = |eol® + |caf?

Donde ¢; = (j|3) son las proyecciones de la base |j) sobre |4). Ahora, si bien tenemos un estado cuantico de
los qubits, por los postulados de la mecanica cuantica, al momento de nosotros tomar una medicién, el estado
colapsara a uno de los dos posibles estados clasicos, 0 y 1, por medio de un proceso aleatorio. Cada estado tendra

una probabilidad de aparecer asociada como P(0) = |co|? y P(1) = |c1|?.

3.2. Compuertas Cuanticas

Al final del dia, la computacién cuantica se trata de hacer circuitos. En el ambito clasico, tenemos compuertas

l6gicas, como el AND, OR o el NOR. Veremos primero las compuertas de un solo bit, o en nuestro caso de un solo
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qubit. En el caso clasico tenemos por ejemplo la compuerta NOT, definida como:

x=0
NOT(x) =
x=1

En cuantica también tenemos compuertas para un solo qubit, y éstas siguen diferentes reglas o restricciones.
Recordemos que en cuantica trabajamos con kets para representar estados. Esperariamos que al aplicar una com-
puerta nos regresa nuevamente un estado cuantico, i.e. un ket, por lo que es conveniente pensar en las compuertas

cuanticas como operadores matriciales U:

Old) = [v")
y se muestran a continuacion El] Si tenemos una compuerta cuantica U actuando sobre un ket 1k, que hemos
establecido esta en una base 2-D, tenemos que el operador U sera una matriz de 2 x 2:

=

tpo Um]

tipo U11

Podemos expresar esta matriz en la base {|0),|1)}. Consideremos el producto externo:

e _ @ @] _J1 o
10} (0] = H 1 o] - [(0)(1) (0)(0)] E [0 Ol

Y lo mismo para las demas bases:

|o><1|:[8 (1)] |1><0|=[(1’ 8] |1><1|=[8 f]

Entonces podemos expresar la matriz U como:

1 1
U = ugo 0) (0] + o1 0) (1] + w10 1) (O] + w1 [1) (1| = Y thmn [m) (1

m=0 n=0
Podemos definir compuertas en concreto, como la Gy:
~ 0 1
Gi= 1 ol = 0) (1] + |1) (0| (3.2.1)

Al expresar la matriz como una combinatoria de estados |0) y (1] se hace mas sencillo calcular el efecto que tiene
sobre un estado |), debido a las propiedades de la base ortonormal. Por ejemplo, si le aplicamos esta compuerta
a |0), tenemos:
6x [0) = (|0) (1] + 1) (0[) [0) = [0) {1]0) +[1) {0]0) = |1)
= X
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Y si se la aplicamos a |1):

G (1) = (10p ([ + [1) 0]} [1) = 10} {1]1) +1) 01 = [0)
1 0

Si vemos esto como una funcioén:

) 1), k=0
Ox |k> =
0), k=1
En circuito se veria asi:
|x) Gx x)

A la izquierda tenemos el estado de entrada y a la derecha el estado de salida. Podemos ver que la compuerta
0y es equivalente a la compuerta NOT de la computacion clasica. Para que una matriz U se pueda considerar una

compuerta cuantica debe ser una matriz unitaria, i.e. debe cumplir:
Ulu =1
Se puede comprobar esto rapidamente para la compuerta Gy:

s :[o 1] [o 1]_[<o><o>+(1)<1) <o><1>+(1>(o>]_[1 o]

10 (1)(0) + (0)(1) (D) +(0)(0)] [0 1

10

3.3. Estados de miltiples qubits

Cuando tenemos multiples qubits en los estados |m) y |n), podemos representar el estado del sistema con un

producto tensorial (ver en Apéndice Producto Tensorial) de los estados individuales:

Mo No
Moy
|m) ® |n) =

my o

myng

Por ejemplo, si tenemos un qubit en el estado |1) y otro en el estado |0):

1) ®10) =

= = O O
O = O =
|
o = O O

A este estado se le conoce también como |10):

110) = |1) ® |0) (3.3.1)
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En representacion binaria. Y esta convencién es muy 0til, porque representa el numero en sistema binario que
estamos representando. Por ejemplo, en nuestro caso tenemos que (10)> = 2, y vemos claramente que en el vector
columna resultante, tenemos un 1 en la 3ra fila, que es la segunda si empezamos a contar del 0. Se cumple entonces

para los cuatro estados:

|00) = |01) = |10) = |11) =

o O O =
o O = O
O = O O
= O O O

Basicamente es un contador binario. A cada uno de estos estados se le asigna un nombre como el nimero binario

al que corresponde. Podemos también asignarles como nombre el nimero en sistema decimal:

|O>2 - |1>2 = |2>2 = |3>2 -

o O O =
o O =~ O
oS = O O
— O O O

Se le puede dar cualquiera de los dos nombres, segiin sea conveniente. Para fines de este libro utilizaremos la
convencién de poner un subindice v en |k),, que nos indica la cantidad de bits que hay, en caso de utilizar Ia

representacion decimal. Definimos la representacion binaria de un entero en el sistema decimal k como:
14
k=(kikp. . ky)o=hk2" 1+ 12" 24 4 k20 =) k2t " (3.3.2)
=1
Esto hace que el estado |k), sea representado como:
v
k), = lkaka . k) = k) ® k) ® -+ ® [ky) = (X) [ke) (3.3.3)
=1

Pasando a producto tensorial como en (3.3.1). Entonces, tenemos que para un estado de dos qubits, v = 4, los
kets son de dimension 4 x 1 (por el producto tensorial), lo que sugiere que los operadores sobre estados de dos
qubits sean matrices de 4 x 4. Un ejemplo de esto es la compuerta CNOT:

00 01 10 11

0 0 O

CNOT := = |00) (00| + |01) (01| + |10) (11| 4 |11) (10| (3.3.4)

o O O =
(@)
= O

0
0
1

(@)
(@)

O también, en representacion decimal:

CNOT = |0) (Ol + [1) (1], + [2) (2|, + I3) (3],
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La compuerta CNOT (Controlled NOT, negacién controlada) voltea el qubit de la derecha si el qubit de la izquierda
esta en el estado |1), es equivalente a la compuerta XOR en computacion clasica. Se puede verificar esto aplicando
la compuerta a todos los posibles estados para un qubit de control |x) (izquierda) y un qubit objectivo |y) (derecha)

y con esto armando una tabla:

CNOT|00),,, = |00),,, (00]00),, + |01),, (01]00),,, +]10),, (11]00),, + |11),,, (10]00),, = |00),,

CNOT |01),, = |00),, (00[01),, +[01),, (01|01),, + |10}, (11]01),, +]11),, (10]01),, = |01),,

| —

CNOT [10),,, = |00),, (00|10}, + |01),, (01]10),, + |10),, (11]10),, +[11),, (10]10),, = |11},
0 0 0 1

CNOT [11),, = |00),,, (00|11, + |01),, (01[11),, +|10),, (11[11),, +|11),, (10]11),, = |10),,
— v Y v
Aqui el subindice xy indica que estamos en la base de x y y, i.e. los nombres de cada bit (el de la izqueirda es x y
el de la derecha es y). Por ejemplo, el estado |01),, representa que |x) = [0) y |y) = [1). A partir de esto podemos

hacer una tabla:

input output
Xy | x CNOT(x,y)
00 00
01 01
10 11
11 10

Podemos simplificar esta operacion utilizando el operador:
@ : XBy=x+y mod?2

Se puede verificar que este operador sigue la siguiente tabla:

input | output

8% X X@y

00 00
01 01
10 11
11 10

Entonces, podemos definir la compuerta CNOT como:
CNOT(x,y) — (X, x D y)

Recibimos el ket |x) tal como lo mandamos y el |y) se voltea cuando |x) = |1). Existen mas compuertas de 2

qubits, pero estan fuera del alcance de este libro.
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3.4. Transformada Cuantica de Fourier

La Transformada Cuantica de Fourier (QFT) se puede definir de igual manera que se define la DFT, pero
con bras y kets en vez de vectores. Tenemos entonces el ket |k), en el espacio temporal, y lo queremos pasar al
ket |71), en el espacio de frecuencias, con k,n € {0,1,..., N — 1}, con N = 2¥ donde v es el nimero de qubits.
Podriamos reemplazar fx = |k), y F(w,) = |/i), en (2.7.4), pero no estaria normalizado. Recordemos que tenemos
también la DFT normalizada definida en (2.7.5), tendriamos para la QFT:

=

—1

Z |k), e 2mnk/N (3.4.1)

|A), =

j

Notese que la expresion es exactamente igual, la Gnica diferencia es que ahora tenemos kets en vez de vectores.
Como los coeficientes exponenciales son iguales que en la DFT, podemos utilizar la matriz de la DFT (2.8.2) W
y multiplicar por el ket |k),. Solo faltaria agregar la constante de normalizacion:

7}, = TW nlk),
En representacion matricial por (2.8.3):

[ A | 11 1 . 1] k|

fiy 1 Q4 9 ...t | kK

_ 1 Y

fio | =— |1 Q% Qf ... Q ko 3.4.2

\/N - -N -N N . ( )

- el e " '
_I7/\/_1_ _1 QN QN C. QN | _k/\/_l_

Con k; = (k|j) y fi; = (flj). Podemos ir mas alld y escribir la matriz como descomposicion en productos externos
ket-bra:

=
L
=
o

= Q) (kl, (3.4.3)
0]

), =

s~
g

=]
x
Il

Esto implica la existencia de un operador de Fourier, y por tanto una compuerta que pueda aplicar la QFT, i.e.
un circuito cuantico. Para encontrarlo tendremos que recorrer toda una travesia con productos tensoriales, que

veremos a continuacion.
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3.5. Transformada Cuantica de Fourier: Version Tensorial

Supongamos que tenemos un estado arbtrario |W), compuesto de v qubits. Por el producto tensorial, tenemos

que este ket vive en un espacio de dimension 2¥ x 1. Tenemos que podemos representar el estado |W) en la base

{10),.11),...., [N —1),} como una suma de las proyecciones xx = (W|k), del estado sobre cada base:
N—1
|W> - Xk |k>u
k=0
Pues bien, podemos representar este estado también en la base de Fourier {|O> |1> ..... ﬁ:/l> }
N—1
W) =" yalf),
n=0

Con y, = (V|A),. Pero ahora, jcomo se ve esta base? Regresemos a la representacion de sumas en (3.4.1),

considerando N = 2%
V1

. 1 _ .
e = g 3 ), &2
k=0

Recordemos por (3.3.3) que podemos representar el ket base |k), como un producto tensorial de los v qubits
base. Ademas, por (3.3.2) podemos expresar k como una suma de sus componentes binarias. Entonces, podriamos

expresar la suma sobre kK como una suma sobre todos los posibles valores de los ky:

1 1 1
— o—Vv. NV v—L4
v 2u/ Z Z Y e P ke ko k)
1=0 k=0 k,=0

Expresemos el exponente con mayor claridad:

1 1

1 v v
|7y, 23/2 z:O Z Z exp (—/’27rn 27V ez:; kg2”_e> g |ke)

ko=0 ky=0

Podemos meter el 27% a la suma:

1

1 1 v
|7y, 23/2 Z Z Z ) (—/27rn Zkﬂ” — o ) ®|kg>
=0 kr=0 =0 =1

Simplificamos el exponente del 2:

1 1 1

|A), 2U/2 Z Z Z exp (—/27rn Zkg2 ) ®|ke>
=1l

=0 k=0 ky=0

Metemos todo a la suma:

1 1 1 v v
|7), 2U/2 Z Z Z exp (Z—/ankﬂ‘i) ® |ke)
) =1
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Tenemos una sumatoria en el exponente, pero por propiedades de exponentes:

Si tenemos una serie se convierte en una productoria de las exponenciales:

v
elim13 — edt@ttas _ g pd H edi

Entonces, podemos pasar a:

|n>u _ 2[//2 Z Z Z H e~ 12mnke2” =4 ® |k

=0 ko= =0 =1

Tenemos por (E.2.2) que el producto tensorial de dos escalares se puede escribir como el proudcto normal entre
las mismas. Ademas, podemos escribir una serie de productos tensoriales por medio de una productoria tensorial
(E.2.3). Pero, si cada uno de estos productos es un producto normal, podemos escribir una productoria tensorial
como una productoria:

v v
®a-11>
i=1 i=1

Entonces podemos escribir la productoria en nuestra expresion como una productoria tensorial:

v MZZ z®e—mwﬂ®m>

=0 ko= =04¢=1 {=1

Notamos que ambas productorias tensoriales tienen los mismos indices y recorren los mismos valores, por lo que
las podemos juntar en una sola:

14

1 1 1
v 2u/ ZZ@ Z, [_mnkﬂ%'k‘fﬂ

Para simplificar esto podemos primero expandir la productoria tensorial:

1 1 1
1/ 2[// Z Z C . Z |:e*"27m/<12_1 |k1> ® efi27rnk22_2 |k2> R ® efi27rnku2_” |kL/>:|
1=0 k=0 ky=0

Dado que las sumatorias van especificamente sobre cada ky, podemos separarlas:

1 1 1
1

), = 2 Z (6_'-27”7’(1271 |k1>> ® Z (e_"2””k2272 |k2>) QR ® Z (e—i27rnku2*” |ku>)

k1=0 ko=0 k,=0
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Entonces, tenemos una productoria tensorial de sumas:

17}, 2u/2 ® Z ek iy

=1 | k=

La suma solo toma valores 0 y 1, por lo que resulta mas facil expandirlas, ya que solo tenemos dos términos kp = 0

y kg = 1:
)
|n 2[//2 ® [ﬁ/zwéﬁ’ﬂ/vo —i2mn(1)2 |1>]

Cuando ky = 0, la exponencial se hace uno y se nos simplifica a:

1), 2u/z®[|0 —'2’”72*\1>] (3.5.1)

Podemos simplificar todavia mas si expresamos n en su base binaria, de manera que tenemos mas control sobre
los qubits individuales. Utilizando nuevamente (3.3.3) y (3.3.2) podemos representar tanto |/i) como n en binario:

v v
1 . = v v—
Ry = 5575 Q) 10) + 727 Tica 2™ 1))
=1 =1

Cambiando la representacion del exponente para tener mas claridad:

. 1 R
®|n/3>zw® |0) + exp —/27r2e'2n#2”“ |1)

=1 =1 u=1

Metemos 2~¢ a la suma:

<

5
~

v
=0 |0) + exp | —i2m Z n,2v k274 | 1)
=1 =l =1l

Y juntamos los exponentes por ley exponencial:
v
®\n¢ 2u/2® |0) + exp —IQ'R'ZI’I 2=kt 1)

=1 u=1

Nuevamente tenemos una productoria de exponencial:

v v v
Q) 1) = 2%@ 0+ I [exp (—/27%2“—(““))} 1)
=1 =1 u=1

Para los términos de la suma que cumplen v > u + £, tenemos que 2~ (¥4 es un nimero entero, pues tenemos
una potencia entera y positiva del nimero 2. Lo mismo para v = u + £, pues 2° = 1. Y para cualquier entero m
se cumple:

2Tm _ 1
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Pues son vueltas enteras al circulo, como veiamos en el diagrama de la pagina 58. Por lo que todos estos términos
se convierten a 1, lo que hace que no aporten nada el la productoria. En cambio, para los términos con v < u + ¥,
tenemos que 2v=(1+8) da una fracion, por lo que ya no tendriamos una vuelta completa al circulo, y la exponencial
ya no se va a 1. Entonces, los nicos términos de la multiplicatoria que aportan algo en realidad son los que
cumplen:

w+L>v

Despejando para u:
w>v—4

Dado que estamos restringidos a niUmeros enteros, se cumple:
w>v—4L4+1

Y tenemos entonces que la productoria va desde este valor minimo hasta v:

® |fig) = 271/2 ® |0) + H [exp (—i27rn“2”_(“+‘3))] |1)
=1 =1

u=v—~L+1

Si cambiamos de indice a ' = u — v + £, los limites cambiarian:
p=v—-L+1l—=spy+v—Ad=v—A+1l=u=1

pu=v—u+v—-L=v=pu=1¢

v v L
- 1 : (v
® |Fig) = 57 ® |0) + H [exp (—/27rnﬂ2" (v ”5))} 1)
=1 =1 w=1
Simplificando llegamos finalmente a:
v 1 v Z
R i) = 5,7 @10+ [T [exp (—/zwnwu_gz—“ )} 1) (3.5.2)
=1 (=1 w=1

Si £ = 1, tenemos que la productoria va de 1 a 1, i.e. solo aplica u/ = 1, y tenemos solamente el término
2~ multiplicado por niy,—1 = n,. Y después para £ = 2 tendremos dos términos, para £ = 3 tres térmnos, y asi
sucesivamente. Cada vez habria que aplicar mas compuertas al qubit. Notamos que la compuerta afecta Gnicamente

a la base |1) multiplicando por una exponencial, y a la base |0) la deja intacta. Tiene sentido pensar en compuertas

Ri = [1 0 ] (3.5.3)

del estilo:

0 e—i2m/2k

Que se le apliquen al segundo qubit. Veamos ahora varios ejemplos para diferentes numeros de qubits:
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3.5.1. Ejemplo: QFT para 1 qubit

Para un qubit tenemos v = 1, y entonces la productoria va de £ =1 a 1, i.e. solo existe un elemento. Sustituyendo
esto en (3.5.2)
1 1
i) = 577 10 + T1 [exp (—/27mw+1,12—#)} 1)
=1
Simplificando llegamos a:

. 1 . _
|7y) = 572 {10) + exp (—i2mn271) 1)}
Tenemos que n; puede tomar valores 0 y 1. Veamos para cada valor, primero con O:

1

\6>—211/2{|0> +Wfrvll>}

El exponente se va a 1 y nos queda:

- 1 1 |1
6) = Z5(0) +10) = 5 H

S

Ahora probemos con 1:

) 1 SR
0) = 5172 |10+ e~i2m(H2™ |1>} =

El exponente ahora se va a —1, nos queda:

- 1 1 1
1) = \ﬁ(|0> — 1)) = NG [_1]

Entonces, podemos escribir esta transformacién de |0), 1) — |5> , }1> por medio de una matriz que nos diga a

donde se van las antiguas bases |0) y |1), i.e. una transformacion:

1 11
QFTI_\@L —1]

Si aplicamos esta matriz a cualquier estado, nos lo cambiara a la base de Fourier. A esta compuerta se le conoce
también como Compuerta de Hadamard H:

. A I R §
H= 3.5.4
V2 [1 —1] (354)
Si tenemos un estado |W) con coeficientes a y B en la base computacional:

(V) = a[0) +B11)
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Lo podemos pasar a la base de Fourier, donde tendra coeficientes diferentes, dados como & vy B y estara definido
como:

W) =al0)+B|1)

Lo Gnico que tenemos que hacer es pasarle la matriz de transformacién:

3.5.2. Ejemplo: QFT para 2 qubits

Tenemos ahora v = 2, por lo que hay dos multiplicaciones:

|fiyfin) = 22% {O) -+ ﬁ [exp (—/’27rnw+2,12_“/)} 1>} ® {O) + ﬁ [exp (—/’27rnw+2,22_“/)} 1>}

w=1 w'=1
= |nim) = % {10) + exp (—i2mn111271) (1)} ® {|0) + [exp (—i2wm27Y)] [exp (—i2wn2272)] |1)}

= i) = % (I0) + 7™ |1)) & [j0) + (e7™™) (e=m=/2) |1)]

Ahora tenemos 4 estados diferentes: ‘66> . ’Eﬁ> . ’16> . ’ﬁ> Para ’66> tenemos:

0+ <M@1<Wﬂjl‘”]

_ %(|00) +101) +]10) + [11))

00) = % <|o> +M67'|11>> ®

Para ‘61>
‘fﬁ> _ % <|O> 4 e—im(1) |1>> 2 {0> 4 (e <1ei7r(1)/2> 1>]
_ %qo) — 1) @0y —i|1)]
— %(|oo> —7|01) — |10) +/|11))
Para ‘16>

=1
‘Té> = % <|0> +@;L¢F€57'|%>> ® {m +WW11)]

:%(|o>+|1>)®[|0>—|1>]

_ %(|oo> — |01) + [10) — [11))
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Para ’ﬁ>

1) = 5 (19 +e==T1)) = |10 +W@D@Tf>’
= %(|O> — 1)) ® [|0) + (=1)(=1) [1)]
_ %(|oo) +i101) — [10) — i [11))
Expresados en forma matricial tendriamos:

1 1 1

‘ﬁ>_1 — ’T6>—1 -1 ‘ﬁ>_1 [
201 201 201

I =1 =/

®)-!

N

Se puede comprobar a través del producto interno de cualquier par de éstos su ortonormalidad. También se puede
comprobar a través del producto externo:

1 A R |
~\ [~ 1 {1 1(1 1 1 1
oo><oo]=f [1 11 1}=—
’ 4 11 411 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 i =i =i
‘ﬁ> <61’ 1| —i {1 | ] 11—/ 1 i =1
== i =1l =i ==
4 -1 4 -1 —i 1 j
I I =1 =i 1
1 R N |
f(/)> <ﬁ’ N 1]-1 {1 1 1} N 1]1—-1 1 -1 1
41 401 -1 1 -1
—1 -1 1 -1 1
1 1 - -1 /
= = — =R ==
411 411 / 1 —
—J e 1
Y si sumamos todas nos da la identidad:
1 0 0O
N N\ — o\ — N\ fe= 01 00
‘00> <oo‘ + ]o1> <01) v ‘1o> <10] n (11> <11‘ -
0 01 0
0 0 0 1



3.6. TRANSFORMADA CUANTICA DE FOURIER: CIRCUITO CUANTICO 79

3.6. Transformada Cuantica de Fourier: Circuito Cuantico

Ya con los ejemplos vistos y con la formula derivada en (3.5.2), podemos ver como aplicarlo a un circuito. De
entrada, tenemos para un v arbitrario, una cantidad v de productos tensoriales, y en cada uno se le aplican matrices
de rotacion /i’k como se define en (3.5.3), segln el qubit en el que estemos operando, de aqui la importancia
de haberlos dividido por indice £. Para armar el circuito, necesitamos v qubits, que tendran un estado inicial
|Wo) = |niny...n,). Para cada ny, tenemos dos posibles valores: 0 y 1. Nuestro circuito debe funcionar para
cualquier estado inicial |[Wg) combinacion de estos posibles valores. Lo mas recomendable es empezar armando el
estado final objetivo, i.e. la QFT, trabajando con un qubit a la vez. Empezamos aplicando compuertas sobre el
qubit ny, donde la productoria de los exponentes se aniquila y nos deja un solo término para u'. Podemos sacar
este primer valor de la productoria:

1

v v
®|ﬁe>:271/2 0)+ IT [exp (—i27rnur+u_52_“/)}|1) 2 &)1 10) +
=1 =2

L
w=1 —

H {exp (—i27rnw+,,_e2_“/)} |1)

w'=1

Pero esto es equivalente a la QFT en un solo bit, y dijimos que estd dada por una compuerta de Hadamard. Si
aplicamos esta compuerta a nuestro estado inicial |n1n, ... n,), nos pone en el estado siguiente [4]:

W) 10) + e~ 22 |1) | @ |mans ... ny)

- /2

Notese que, a pesar de que le aplicamos esta compuerta al bit ny, depende del bit n,. Para armar este tipo de
conexiones, tendriamos que hacer mucho intercableado. Sale mejor voltear los estados, i.e. aplicarle esto a n, en
vez de nq, y al final simplemente hacerles un swap. Da manera que sobre el qubit ny; intentamos armar el estado
que en realidad le corresponde al n, en nuestra expresion. Cuando £ = v, tenemos el nimero maximo de términos
en la multiplicatoria. Sin embargo, podemos notar que, como la suma esta delimitada por £, siempre llegaremos a
un término con ' = £, y por tanto siempre tendremos un término en la productoria que depende de n,. Ademas,
siempre comenzamos con u' = 1, por lo que el término base, donde tenemos e—2mm27! siempre esta presente.
Este estado se alcanza, como ya vimos, con una compuerta de Hadamard. Si sobre este estado vamos agregando
compuertas que afecten Gnicamente a la base |1), como es el caso de la compuerta rotacional (3.5.3), podemos ir
armando todos los estados necesarios. Aplicamos tantas compuertas rotacionales como tengamos términos en la
multiplicatoria. Sin embargo, el detalle es que la rotacién no depende Gnicamente de u/, el término que recorre la
integral, sino también del valor del qubit ny4,_,. Es decir, tenemos un acoplamiento, y necesitamos una compuerta
que actle sobre estos dos qubits, ny y nyy,—g. Queremos que la compuerta solo afecte a ngy a nyy,—¢ lo deje
intacto, pero que si tome en cuenta su valor, i.e. tenemos un qubit de control y uno objetivo. Podemos armar

entonces un operador CROT:

100 O
0 010 O .
CROT, = = = |00) (00| + [01) (01| + |10) (10| + e~"27/2" |11) (11|
R« 001 O
00 O e—i27r/2k

Si estamos en el estado |00), nos da 1, esto tiene sentido porque si ambos ng y ny4,—g son 0, el exponente nos da

0 en (3.5.2). Y lo mismo para los estados |01) y |10), donde al menos uno de los dos es 0. Sin embargo, cuando
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. _f —y,/ .
ambos son 1, tenemos simplemente el exponente e~27/27* 'y esto es lo que obtenemos con la matriz. En un

circuito, escribimos esta compuerta de la siguiente manera:

|xi) [xi)

‘Xj> )Qk efi27rx,/2‘k ‘XJ>

Si tenemos v términos de la multiplicatoria, tendradmos un total de v de estas compuertas. Como tenemos para
un qubit £ constante y u’ va creciendo, tendremos conexiones con los qubits de mas arriba. Por ejemplo, cuando
uw' =1, para £ = v, tenemos conexion con el qubit ny, para w' = 2 con el qubit no, y asi sucesivamente. Para el
siguiente qubit tendremos solo v — 1 términos, y para el siguiente v — 2, y asi hasta llegar a el qubit con un sélo

término en la productoria. Armando el circuito, se veria asi:

Im) — A R:— - —FRn o 0) + P |v)
|n2) Hi— — Rn-1— 0) + Po—11)
|ny) . HF 10) + Py |1)
Donde ,
P, = H [exp (—/27rnw+,,_e2’“')}
w'=1

Es a productoria de exponenciales, resultado de aplicar las compuertas R Pareciera que empezamos con Ry y que
nos brincamos R, pero en realidad, R = H. Este es el circuito que implementa la QFT, para un nimero arbitrario

de qubits v.
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3.7. Algoritmo de Shor

El algoritmo de Shor, en su version mas general, sirve para encontrar el periodo de una funcién. Sin embargo, se
puede aplicar para reducir el problema de factorizar un nimero a un problema de encontrar un orden de exponente
que tiene una cierta periodicidad. Tenemos en aritmética modular que solo podemos tener nimeros del 0 a m — 1,
donde m es el médulo sobre el cual trabajamos. El nimero m vuelve a ser 0, y m+1 se va a 1, y asi sucesivamente.
En otras palabras, tenemos también un periodo, tenemos frecuencias, aunque de manera abstracta. Se puede aplicar
el algoritmo de Shor, junto con la QFT, para encontrar este patrén y hallar un divisor no trivial de un nimero N.

El algoritmo tiene dos partes, una clasica y una cuantica. EI]

3.7.1. Algoritmo de Shor: parte clasica

1. Escoger un nimero (pseudo-)aleatorio a < N.
2. Calcular MCD(a, N), se puede utilizar el algoritmo de Euclides
3. Si MCD(a, N) # 1, tenemos que a es un divisor no trivial de N, y acabamos

4. Si MCD(a, N) =1, se utiliza el algoritmo cuantico para estimar la fase/periodo r de la funcion
f(x)=a" moéd N

5. Si r es impar, volvemos al paso 1

6. Si se cumple la ecuacion
maod N

N~
1l
|
—_

regresamos al paso 1

7. Si llegamos hasta aqui, significa que los factores de N estan dados por
MCD (% +1, /v)
Y hemos terminado

3.7.2. Algoritmo de Shor: parte cuantica

1. Tenemos un total de v qubits, con N = 2". Los acomodamos en el estado inicial
1 Nl
Wo) = —= ) Ix)
\/N x=0

2. Aplicamos la funcion f(x) de manera cuantica al estado, obteniendo:
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. Aplicar la QFT

. Hacer una medicion clasica. Por analisis de probabilidad y de calculo, se obtiene que la probabilidad de medir

un estado |y) aumenta conforme yr/N esta cerca de un entero

. Convertir y/N en una fraccién irreducible y extraer el denominador r’, que serd un candidato para r
. Verificar que f(x + r') = f(x) (que sea realmente el periodo). Si es el caso, terminamos

. Si no se cumple la condicién anterior, debemos sequir intentando con valores cerca de y o maltiplos de r’.

Terminamos tan pronto encontremos un candidato que cumpla la periodicidad

. Si no se encuentra un candidato, regresar al paso 1



Apéndice A

Trigonometria

A.1. Pitagoras

Todo se remonta al viejo Teorema de Pitagoras, que nos provee una relacion entre los catetos (lados) de un
triangulo rectangulo y su hipotenusa. Si tenemos un triangulo rectangulo AABC, i.e. con vértices A, By C, y

lados a, by ¢ opuestos a sus respectivos vértices, como se muestra a continuacion:

A

=

C d B

Si creamos un cuadrado sobre la hipotenusa ¢ obtenemos:

=

C d B

Podemos después reflejar el triangulo en cada uno de los lados del cuadrado, rotadolo 90° a la izquierda cada vez:

83
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C

De manera que el area del cuadrado morado es A; = c2, y el area del cuadrado grande formado por los 4 triangulos

azules y el cuadrado morado es:
-b
AT—4<a) +c?> =2ab+c?

2
Podemos calcular su area también tomando como lado £ = a + b:
Ar = (a+ b)? = a° + b? + 2ab
Podemos igualar ambas expresiones y cancelar el término 2ab que tienen en comdn:

2ab+ ¢ = a° + b° + 2ab

Y de aqui obtener el famoso teorema:
¢ = &f & i (A.1.1)
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A.2. Funciones Trigonométricas

Gracias al Teorema de Pitagoras nos hemos dado cuenta que los triangulos rectangulos son nuestros mejores
amigos en el area de la geometria. Podemos obtener mas relaciones entre sus lados que solo la suma de sus
cuadrados, debido a las restricciones que existen. De entrada, podemos saber que los angulos internos del triangulo

suman 180°, lo cual puede ser demostrado rapidamente con el siguiente diagrama:

De aqui la ecuacion:
a+ B+ =180° (A.2.1)

Aplicando los axiomas de lineas paralelas. En un tridngulo rectangulo tenemos uno de los angulos dados ya como
90°, y dado que estan restringidos a que la suma total sea de 180°, con saber un sélo angulo del triangulo podemos
determinar todos. Por eso tiene sentido analizar los dangulos de éstos triangulos y ver como influyen en la figura del
triangulo y en su relacion con los lados. Partimos entonces del tridangulo mas simple: el equilatero. Ya que todos
sus lados son iguales, podemos decir por simetria que sus angulos también lo son, i.e. = B = . Por lo que en la
ecuacion de angulos internos (A.2.1) tenemos:

at+a+a=180°= 3a =180° = o = 60°

Todos sus angulos internos valen 60°. Escogemos que el lado valga £ = 2a, por razones que seran evidentes mas
adelante:

2a

Por simetria, podemos partir el triangulo en dos, obteniendo un tridngulo rectangulo con hipotenusa 2, base 1 vy
altura h desconocida. Dado que lo partimos a la mitad, podemos decir también que el angulo superior se corta a
la mitad, valiendo ahora 30°:

30°

60°
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Podemos obtener h con Pitagoras (A.1.1):

h? + (a)? = (2a)?

W + a° = 4a°
h? = 42° — 32
h = v3a2
h=aV3

Podemos saber cuanto vale cada lado del triangulo y cada uno de sus angulos, y todavia tenemos el parametro a,
por lo que podemos escalar este triangulo al gusto. Esto significa que cualquier triangulo rectangulo con un angulo
de 60° tendra la misma proporcion entre sus lados e hipotenusa. Para generar un concepto que se pueda aplicar
a todos los triangulos de este tipo, sin importar su tamafio, podemos generar razones entre los lados, de manera
que se nos cancelen las a. Por ejemplo, la razén entre el lado opuesto al angulo de 60° y la hipotenusa:

h aﬁzﬁ

2a 2a 2

A esta razon la llamamos seno. Después podemos calcular la razén entre el lado adyacente al angulo de 60° y la

hipotenusa:
a 1

22 2
A esta razoén la llamamos seno. Y por Gltimo podemos calcular la razén entre los lados opuesto y adyacente al
angulo de 60°:

22  a

h _av3_ »

A esta razoén la llamamos tangente. En total tenemos tres funciones trigonométricas basicas para un angulo 6

arbitrario:
: c.0.
sin(0) = Tip (A.2.2a)
c.a.
cos(0) = i (A.2.2b)
c.0.
tan(f) = — A2.2
an(@) = =2 (A2.20)

Tenemos que c.o. y c.a. son los catetos opuesto y adyacente, respectivamente, mientras que hip es la hipotenusa.
Con esto podemos resumir las tres razones que obtuvimos previamente para el angulo 60°:

sin(60°) = ‘f cos(60°) = % tan(60°) = V3

O podemos también definirlos en términos del angulo opuesto, el de 30°, en cuyo caso se invertirian los valores de

los lados opuesto y adyacente, mientras que la hipotenusa se mantiene igual. Obtenemos:

1
cos(30°) = \2@ SIEES 5 tan(30°) =

Sl
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Dado que la tangente es la razén entre los lados opuesto y adyacente, que llamamos catetos, podemos definirla
también como el seno entre el coseno. Podemos obtener estas razones para cualquier triangulo rectangulo vy

cualquier valor de angulo posible de diversas maneras. Lo importante es saber que las funciones:
sin(0) cos(6) tan(0)

Estan definidas para cualquier angulo 6 interno de un triangulo rectangulo y se conocen como funciones trigo-
nomeétricas. Podemos obtener facilmente otro ejemplo con un triangulo rectangulo iscoceles. Dado que sus dos
catetos son iguales y uno de sus angulos vale 90°, podemos deducir que sus dos angulos restantes son iguales y
por la ecuacién de angulos internos (A.2.1):

a+a+90° =180° = 2a = 90° = a = 45°
Escogemos que los catetos iguales tengan longitud a, y tenemos ademas la hipotenusa c:

45°

45°

Podemos sacar la hipotenusa con Pitagoras (A.1.1):
?=a+a*=2a=>c=av2

Y ahora podemos calcular las funciones trigonométricas para 45°:

4 = b (450)_i_i
V2 V3 TR B

Para calcular los demas angulos muchas veces no podemos formar un tridngulo en el que tengamos valores ideales,

sin(45°) = tan(45°) = g =1

sino que seria mas con exprimentos, midiendo angulos y lados para obtener un valor numérico de las funciones
trigonométricas. Otra forma de entender las funciones trigonométricas es con ayuda de un circulo unitario (de
radio 1). Si escogemos un punto en el circulo podemos trazar una linea del origen al punto con coordenadas (x, y)

que tendra longitud r = 1:

(x.y)

Podemos trazar ahora una linea del punto al eje-x y de ahi al eje-y, y con esto formamos un tridngulo con su

respectivo angulo en el vértice que esta en el origen.
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(x.y)

Como tenemos el valor de la hipotenusa, podemos saber cuanto vale el valor de cada una de las lineas que dibujamos

con las funciones trigonométricas en base al angulo 6 despejando de (A.2.2b) y (A.2.2a) Podemos decir que, dentro

(x.y)

Figura A.1: Funciones trigonométricas en un circulo

de un circulo unitario, las coordenadas (x, y) se pueden interpretar también en funcién de un angulo, i.e. x = cos 6

y y =sinf, lo que lleva a las llamadas coordenadas polares:
(x,y) +— (cos@,sinB)

Pero, jtodo esto de qué nos sirve? En computacion tenemos los llamados bits, que pueden ser 0 o 1, mientras que
en computacion cuantica tenemos qubits, que pueden ser una combinacién de los estados |0) y |1). Nétese que ya
no los escribimos como 0 y 1, sino como estados cuanticos. La diferencia de éstos es que podemos estar en una
mezcla de estados, i.e. en ambos a la vez. Claro que al momento de medir obtendremos un resultado concreto, ya
sea 0 o 1, pero durante la etapa cuantica podemos aprovechar el fenémeno de superposicion. Podemos ver una
representacion de esto dentro de un circulo, donde la coordenada en x represente la presencia del estado |0) y la de
y la presencia del estado |1). De tal manera que al estar en el eje vertical estamos garantizando siempre obtener un
1y en el gje horizontal siempre obtendremos un 0. En cualquier otro punto del circulo, tendremos una probabilidad
para obtener cada estado, que dependera de qué tan grande es la componente. Por el momento, sigamos con el
estudio de vectores.
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A.3. Suma y resta de angulos

Suongamos que tenemos un triangulo rectangulo con angulo a. Por las identidades trigonométricas, podemos
saber el valor de sus catetos, en términos de la hipotenusa h:

hcosa

hsin o

Si agregamos otro tridngulo rectangulo con angulo G con base en la hipotenusa del primer triangulo y con hipotenusa

H, tenemos:

hcos o

hsin o

De aqui podemos ver que
h= HsinB

Reescribiendo los lados del triangulo azul en términos de H:

H cos B cos a

H cos B sin o
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Podemos trazar una recta que una el extremo de la hipotenusa del triangulo rojo con la base del triangulo azul,
creando asi un triangulo rectangulo con angulo o + G:

H cos B cos a

H cosBsin

La altura de ese triagulo seria claramente Hsin(a + B):

H cos B cos a

H cosBsina

Podemos armar un rectangulo sobre los dos triangulos:

H cos B cos a

H cosBsin

Se forman dos triangulos rectangulos nuevos, uno con hipotenusa H y otro con hipotenusa Hsin 3. El triangulo de
hipotenusa H tiene uno de sus angulos como o + (:
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H cos B cos a

H cos B sin o

Por lo que los lados restantes del rectangulo estan dados como:

Hsin(a + B)

H cos(a + B)

HsinBsin o

H cos B cos

H cos B sin H 'sin B cos a
De aqui podemos obtener ecuaciones igualando pares de lineas paralelas. Si igualamos las lineas horizontales [3]:
Hsin(a + B) = HcosBsina + Hsin G cos o

Y dividiendo entre H llegamos a:

sin(a +B) = sinacosB + cosasin B

Si ponemos —(, tenemos:
sin(a — B) = sina cos(—B) + cos asin(—()

Dado que el coseno es par y el seno es impar, obtenemos:
sin(a — B) = sina cos B — cos asin B

Finalmente:
sin(la £8) =sinacosB £ cosasin (A3.1)

Por otra parte, si igualamos las lineas verticales llegamos a:

H cosBcosa = Hcos(a + 3) + HsinBsina
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Despejando y dividiendo entre H:
cos(a+B) = cosBcosa — sinBsina

Si ponemos —(G, teemos:

cos(a — B) = cos(—B) cos a — sin(—3) sin «

Dado que el coseno es par y el seno es impar, obtenemos:
cos(a — B) = cosB cosa + sinBsina

Finalmente:

cos(ax +B) = cosBcosa FsinBsina

TRIGONOMETRIA

(A3.2)



Apéndice B

Calculo

B.1. Serie de Taylor

Si dos funciones f(x) y g(x) son iguales, se cumple la ecuacion:
f(x) = g(x)
Para todo x. Es decir, si tomamos x = xp, se cumple:
f(x0) = 9(x0)

Si tomamos una coleccién de puntos Xp, X1, ..., Xs Yy se cumple para todos la ecuacion, es muy probable que sea
cierta. Si tomamos una cantidad infinita de puntos podriamos incluso probar que se cumple para todo el espacio x,
suponiendo que x € R. Esta es una forma de probar que las dos funciones son iguales, tomando muchos puntos.
Otra forma de probar que sean iguales seria tomar un solo punto, pero ver las diferentes derivadas. Por ejemplo,

para un punto x = xg, vemos que se cumple la igualdad:

f(x0) = 9(x0)

Entonces vemos como se comporta la derivada de las funciones en ese punto:

d
af(x)

2 d
= ag(x)

X0 X0

Si se cumple la igualdad, vemos para la segunda derivada:

2

d? 2
= WQ(X)

@f(x)

X=X0 X=X0

Y asi sucesivamente. Si las funciones son iguales, se debe cumplir para todo n:

dn
axn

dn
= 7 9)

f(x)

X=Xp X=Xp

93
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Podemos ir buscando funciones similares, de manera que igualemos poco a poco las derivadas. Las funciones de
prueba mas sencillas con los polinomios, pues sus derivadas son las mas directas de calcular. Para mayor facilidad,

comencemos en el punto x = 0, entonces se debe cumplir:

f(0) = 9(0)

Si g(x) es un polinomio de grado N, lo podemos reprsentar como:
N
9(x) = ao + arx + ax® + -+ + apxN = " apx” (B.1.1)
n=0

Donde a, es el coeficiente de la potencia n de x. Lo interesante es que si evaluamos el polinomio en x = 0, todos

los términos que tengan x se iran a cero, dejando Gnicamente el ag:
9(0) = ao

Entonces tenemos que
f(O) = do

Esa serfa una primera aproximacion de la funcién. Si después queremos igualar la primera derivada tendriamos:

= d%g(X)

d
—f
dx (X) x=0 x=0

De nuestro polinomio en (B.1.1) tenemos que la primera derivada seria:
ig(x) = a1 +2axx + 3a3x° 4+ -+ + NxNV71 = Z n-apx"1
dx — "

Y si evaluamos en x = 0, nuevamente todos los términos que tengan x se iran a 0, y nos queda:

d

— X = a

ng( )x:O !
Si repetimos para la segunda derivada tendriamos:

jfgg(x) =2a + (3-2asx + (4-3)agx? -+ (N)(N = DxN2 =D "(n)(n—1) - apx"2
n=1

Y evaluando en x = 0:

d2
—g(x) = 282
dx? i
Y si seguimos:
d3
——9(x)|  =3)(2as
dx3 x=0
Podemos ver un patron:
) -
g(x =nl-a
dx" x=0 !
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Donde

Esto porque con cada derivada iremos bajando una potencia. Podemos despejar de esta ecuacion para los coefi-

cientes ap:
1 d"
T pldxn

=0

x=0

Al igual que con la igualdad en una cantidad n de puntos, si igualamos cada vez mas derivadas nos acercaremos

Y volviendo a la expreisén para el polinomio (B.1.1)

o1 g
909 =2 = (559

n=0

mas a la funcion real, y en teorfa serian iguales en el limite, si igualamos infinitas derivadas. Entonces tenemos para

una funcién arbitraria f(x):
o0

1 /d"
Foa) = ZE <dx”f

n=

XO) X (B.1.2)

Podemos recorrer la una funcién xp a la derecha si hacemos f(x — xp). Podemos entonces recorrer cada polinomio

de la serie xg a la derecha, en caso de que no queramos evaluar la funcién en 0, sino en otro punto cualquiera:

f(x)zz% (dci:nf

n=0

)(X—Xo)n (B.1.3)

La utilidad de esto es que en la practica no podemos evaluar infinitas derivadas, y la aproximacion va perdiendo
precision a medida que nos alejamos del punto donde evaluamos, que en un principio era en el origen x = 0. Si nos
interesa aproximar la funcion en un punto lejano del origen, es conveniente empezar la aproximacion en un punto
mas cercano. Tenemos funciones importantes que podemos expresar en la serie de Taylor. Un caso especial es la

exponencial, ya que se cumple que:
d

X X
—e" =e
dx
En otras palabras, su derivada siempre es si misma:
dn
X = e~
dx”"

Entonces tenemos su Serie de Taylor centrada en x = 0 dada por (B.1.2):

Pero % = 1:
. X" x2  x3
7_1 — 4+ — 4+ ... B.1.4
2 = lixt g e (B.1.4)
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Otras funciones interesantes son el coseno y seno. En este caso se cumple también un ciclo:

— sin X = COoS X — COSX = —sinx i(—sinx) = i(—cosx) i(—cosx) = sin x

dx N dx _ dx dx dx _

Si hacemos una serie de Taylor para el seno centrada en x = 0 tendriamos:

sin(0) , cos(0) s, sin(O)X4+

sinx = sin(0) + cos(0)x — 5 X 5 o
Pero sin(0) = 0y cos(0) = 1:
. X3 X5 X2n+l(_1)n
SInX—X—g—Fﬁ‘F"'—n:OW (8.1.5)

Tenemos (inicamente los nimeros impares de potencias, alternando entre positivo y negativo. Y para el coseno

tendriamos:
) X2 . X4 N X2n(_1)n
cosx=1——+—+---= _
2 24 ¢ (2n)!

n=

(B.1.6)

Aqui tenemos Gnicamente nimeros pares de potencias. Esta es una prueba de que el seno es una funcién impar
(Gnicamente potencias impares) y el coseno una funcién par (Gnicamente potencias pares). Esto se cumple para
cualquier funcién par o impar: su serie de Taylor tedra (inicamente potencias pares o impares, dependiendo del caso.
Las funciones que tienen tanto potencias pares como impares, como es el caso de la exponencial, no son ni pares
ni impares.

B.2. Regla de L’Hopital

0 P
g a(x) P} 7(x)

(B.2.1)

Donde f’(x) indica la primera derivada de la funcion f(x) respecto a x.



Apéndice C

Algebra Matricial

C.1. Matrices

Definimos previamente un vector como una coleccion de escalares:
v={(vVi,Vs,...,Vm)

De dimension m. Pasamos de niameros simples, escalares, a una coleccién de éstos y obtuvimos los vectores. Pues

bien, si vamos un paso mas alla, pasaremos de vectores simples a una coleccion de éstos a la que llamamos matrices:
A= (vivo, ...,V

Se sigue utilizando la misma notacién en negritas para matrices, porque un vector se puede considerar una matriz
de vectores de 1 elemento (escalares), pero por lo general las matrices se escriben con maytscula, mientras que los
vectores se escriben con mindscula. Sin embargo, la notacion para describir los elementos de una matriz cambia
con respecto a la notacion del vector. Notese que los elementos del vector estan enumerados de 1 a m, mientras
que los vectores a su vez estan enumerados de 1 a n. Si consideramos que cada una de las escalares de los vectores
es un elemento de la matriz, podriamos decir que hay un total de m x n elementos, y esto es lo que se conoce
como dimensidn de una matriz. Si tenemos n vectores de m elementos, la matriz se dice que es de m x n. Lo que
es mas, cada elemento tiene dos indices, el elemento a;; es el elemento / del vector j. Podemos presentar todos

los elementos en un solo arreglo, y es a esto a lo que llamamos matriz:

dil  di2 din

dp1  d22 aon
A —

dml1 dm2 dmn
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Podemos expresar un vector en esta notacion también, pero tenemos dos opciones: existen los vectores columna

(verticales):

Vi
V2
Vv =
Vm
Y los vectores fila (horizontales):
VT - |:V1 Vo ... Vm

Donde v’ representa la matriz transpuesta de v. La matriz transpuesta esta definida como:

dil  di2 dnl
AT dip  a» dan2
almea2me N anm

Ahora tenemos una matriz de m x n. Basicamente, cambiamos los renglones por columnas. Por lo general, se
prefiere representar a un vector como columna, por convencién, dado que el indice primero de las matrices se va

por fila, y eso hace que el nombramiento de los elementos vaya mas de acuerdo al que se hace en una matriz.

C.2. Suma de Matrices

Para sumar dos matrices primero debemos comprobar la dimension: debe tener la misma dimensién, no es
posible sumar dos matrices de diferente dimensién. Si se cumple esta condicién, lo Gnico que hay que hacer es

sumar componente por componente, tal como se hace con los vectores. Si tenemos dos matrices de dimensiones

m x n:
ail a2 ... an b1 bz ... bip
a ax» ... an bor b ... bop
N B —
dm1li dm2 --- dmn B Bpp =22 O

La suma de éstas, A + B esta dada como:

a1 +bix a2+ bio ... ain+ big

a1 +bo1 axm+ b ... ax,+ by
A+B=

dm1l + bml am2 + bm2 ... dmn + bmn

C.3. Producto Matricial

El producto de dos matrices no es elemento por elemento. Para entender el producto de matrices nos tenemos
que ir a su definicion como una coleccién de vectores. Asi, el producto matricial esta definido como el producto

punto de los vectores fila de la matriz de la izquierda con los vectores columna de la matriz de la izquierda. Si
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tenemos dos matrices:

u;
uz
A= B=|v; vo ... vn} (C.3.1a)
um
Con
by
byj
u,=1lajp dp ... adp \ : (C.3.1b)
bgj

Donde £ es el nimero de elementos en los vectores u; y v;, que deben ser iguales. El producto matricial AB esta

definido como:

u -vp Up-vo ... Up-Vjp

U vy Up-Vo ... Up-Vp
AB =

Up: Vi Up-Vo ... Unp:Vp

Una manera mas intuitiva de ver esto es poniendo la matriz A a la izquierda y la matriz B a arriba:

|: Vi Vo Vp
uj; Ui - Vi u; -vp ... u1-v,,_
AB — uo Uz - Vi Ur-vp ... U2 -V,
umn Up- Vi Up- Vo ... Up- Vg

Y agregamos colores:

Vi1 Vo Vp
u; u; -V u; -vo ... u1~v,7_
u-o Uo - Vi u>-vo ... Up- -V,

AB =

Up| [Um- Vi Up- Vo ... Up-Vp]
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Asi es mas facil ver qué elementos se multiplican con cuales. Recordemos que los vectores tienen a su vez elementos

aix Yy by;. Por lo que, en términos de los elementos de la matriz, el producto seria:

b11 bio ... b
bo1 b ... bop
be1 bpp ... by
d1i dip ... dip d- Vi Up-vo ... Up-Vp
daoi dop ... dy us - Vvp U>-vo ... Up-Vp
AB =
dmi dm2 ... admy Unp- Vi Up-Vo ... Up-Vp
b11 b1 S bin
bo1 boo o bon
be1 beo . ben
a1l awx ... aw| |2 awkba Yo awkbke ... Y aikbkn
a1 axn ... axy| | D awba Y awbke ... Y ackbkn
AB = . . i
a8ml am2 .- ame] D0 amkbrka Do a@mkbkz .. X @mkbkn

Lo que nos deja una matriz de m x n, donde m es el nimero de vectores fila de la matriz A y n es el nimero de
vectores columna de la matriz B. Para que el producto matricial entre estas matrices esté definido, los vectores
fila de A y los vectores columna de B deben tener la misma cantidad de elementos, £. Ahora, veamos qué ocurre
si A tiene un solo vector fila y B un solo vector columna, i.e. A = [u] y B = [v]. Esto es equivalente al producto

matricial de dos vectores:
by
b
ap a ... & | = a1b1 + asbo + -+ -+ agby (C.3.2)

by

Es equivalente al producto punto de los dos vectores, y se le conoce también como producto interno. Pero para
esto debe cumplirse que u sea un vector fila y v sea un vector columna. El caso contrario seria que la matriz A
tuviera £ vectores fila de 1 elemento cada uno y que la matriz B tuviera £ vectores fila:
ai albl 81b2 ...albg
32b1 32b2 C azbg
[bl by ... bd — | _ , (C.3.3)

=) agbl agbg 50 a agbg
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A esto se le conoce como producto externo. De aqui podemos ver también que el producto matricial no es

conmutativo:
AB # BA
C.4. Base ortonormal

Tenemos en A los vectores fila u;, que serian los vectores base de la matriz. Por la definicion del producto

matricial, tenemos que

Recordando que un producto de un vector consigo mismo transpuesto es equivalente al producto punto, pero en

version matricial. Si tenemos que los vectors forma una base ortonormal, tenemos:

-
Entonces tenemos:
0]
T _
Auj' =
0

Donde el 1 esta en la posicion j de la matriz. Pero aqui viene otra pregunta, jcual es la base de los vectores u;?

Si definimos una base de vectores m-dimensionales &; como:

0 0] 0

~ 0] R o] . _ 0
e = 0 el = 0 el = 1 el = . (C4.1)

1

De la misma manera que originalmente habiamos definido i = (1,0, 0), j = (0,1,0) y k = (0,0, 1) para el caso de
tres dimensiones. Nétese que estamos utilizando la transpuesta de los vectores porque originalmente eran vectores
fila, segtn la definicion en (C.3.1b), pero para el producto matricial necesitamos que a la derecha esté el vector en
forma de columna. Bajo esta definicion de los vectores en (??) podemos definir una matriz I. En esta nueva base

ortonormal, tenemos:

é 10
& 0
I=|é|=[001 ..0 (C.4.2)
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Pero bien podriamos haber utilizado la transpuesta de los vectores, y es el mismo resultado:

100
010

I=|e] &l eé; én}— 001 (C4.3)
000 ... 1

Utilizando los vectores base de (C.4.1). Tenemos una matriz con Gnicamente unos en la diagonal y ceros en todas
las demas celdas. Esto es lo que se conoce como la matriz identidad, y cumple que:

IA=A
Si tenemos ahora un vector arbitrario w al que aplicarle la matriz /, se cumple también la equacion:

Iw =w



Apéndice D

Nidimeros Complejos

D.1. La unidad imaginaria

La raiz p de un nimero n es la solucién a la ecuacion:

Por ejemplo, para el niimero 4, la raiz vendria siendo 2, ya que
22=2.2=2
Pero también podria ser —2, ya que
(<22 = (-2)(-2) = 4

Cuando hablamos de la funcién de raiz cuadrada, tomamos siempre la raiz positiva. Sin embargo, hay un problema

cuando buscamos la raiz de un nlmero negativo, como —4:
p? = —4

Detro de los nimeros reales no hay una manera de resolverla, ya que si ponemos un signo negativo, al ponerse al
cuadrado tendriamos un signo positivo. Para resolver este tipo de raices es que se introduce la unidad imaginaria
i, definida como / = +/—1. De manera que la raiz de —4 seria 2/:

(22 = (2))(2i) = 4(%) = 4(V-1)?> = —4

Es un nuevo tipo de niimero, y se le conoce como la unidad imaginaria. A partir de ésta se crean los niimeros
complejos, definidos como:
z=a+1ib

Donde i = v/1— es la unidad imaginaria y a, b € R son nimeros reales. Entonces, un nimero complejo se dice que
tiene una parte real (a) y una parte imaginaria (b). Se puede definir esto por medio de los operadores 3, parte
real, y &, parte imaginaria:

z=a+ib a,beR = R(z)=a, I(z)=b (D.1.1)

103
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Entonces, tanto la parte real como la imaginaria de un nimero complejo son nimeros reales. Esto es importante
porque a veces es conveniente trabajar con nimeros complejos, pero al final nos interesa obtener un resultado
real. Entonces, poder aislar la parte real de un nimero complejo suele ser muy Gtil. Ademas, si separamos estas
partes podemos entender un namero complejo como un par ordenado de una parte real y una parte imaginaria, i.e.
(R(z),3(z)), y con esto podemos representarlos en un plano cartesiano donde el eje horizontal sea la parte real

(eje real) y el eje vertical sea la parte imaginaria (eje imaginario):

imag.

real

Entonces, un nimero complejo se representaria como un vector ai + bj. Por ejemplo, el nimero z = 2 + | se

representaria como:

imag.

241

real
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D.2. Identidad de Euler

Si expresamos la exponencial en términos de la Serie de Taylor pero con un argumento complejo ix tenemos
por (B.1.4):

YA 5 S O SO .

|
= n 2 6 24
Dado que /2 = —1, esto se convierte en:
(ix)" x> ix3 Xt
I1X
= =9 _ - _Z 4
HZ:(:) ! TXT S T Tt

Dado que las potencias pares de / nos dan nlmeros reales y las impares nlimeros imaginarios, podemos separar la

exponencial en términos reales y complejos:
o0 2n n S 2n+1 n 2 4 3 5
; —1 -1
e = Zu +i ZM Y P A O O S
—~ (2n)! e (2n+1)! 2 24 6 120

Notemos que la parte real tiene la forma del coseno en (B.1.6) y la parte imaginaria como seno en (B.1.5). Entonces
podemos escribir:
e = cosx + isin x

Dado que x viene siendo el argumento de funciones trigonométricas, se acostumbra utilizar una variable ¢, repre-

sentando un angulo, para expresar esta ecuacion, obteniendo lo siguiente:
e'® = cos¢ + ising (D.2.1)

Y esta es la famosa Identidad de Euler.
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D.3. Conjugados

El conjugado de un namero complejo se obtiene cambiando el signo de la parte imaginaria de éste. Por ejemplo,
si tenemos el nimero complejo z = a + ib, su conjugado, z*, seria z = a — ib. Geométricamente, esto se puede

ver como la reflexion de z sobre el eje real:

imag.

z

Eany
<

z

Ya que tenemos el mismo desplazamiento horizontal (real) pero voltemos el desplazamiento vertical (imaginario).
Si vemos, el angulo ¢ del vector con la horizontal es el mismo, solo que en el caso del conjugado se va en direccién
contraria, i.e. el angulo es negativo. Entonces, en términos de la representacion polar (exponencial) en (D.2.1) de
la identidad de Euler, se puede escribir el conjugado de la siguiente manera:

(re®)" = re=¢ (D.3.1)

Dado que el conjugado conserva la parte real y voltea la parte imaginaria, sale la idea de expresar estas partes en

términos de los conjugados. Por ejemplo, partiendo del conjugado:
Z*=a—ib=a+ib—i2b=z—-3(z)

Despejando para $(z) obtenemos:

3(z) =2 _22 (D.3.2)
Andlogamente, se puede ver que partiendo del negativo del conjugado:
—z*=ib—a=ib+a—2a=z-2R
Y despejando para R(z) se obtiene:
R(z) =2 zz* (D.3.3)

D.4. Magnitud de Nameros Complejos

Para un nimero completjo z = a + /b, definimos su magnitud (norma) |z| como la magnitud del vector en el

plano de su representacion cartesiana:
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imag.

real

Utilizando el teorema de pitagoras, se llega a:

z| = v a% + b?

D.5. Notacion Bra-Ket

En el caso de los vectores, se cumple que:
P=v-v

Sin embargo, vemos que esto no es el caso para los nUmeros complejos:
z-z=(a+ib)(a+ib) = a®+2ib— b

Tenemos de entrada un nimero complejo, cuando el resultado deberia ser un nimero real. La manera correcta de

hacer esto es multiplicando z con su conjugado:
z]> = 2" -z = (a+ib)(a—ib) = a® — (ib)? = a* + b?

En el caso de vectores, que en el caso de nimeros complejos manejamos generalmente como matrices, tenemos
dos casos. Tenemos los llamados kets que representan un estado 1) como |¢), que son vectores columna, y los
bra, que representan el mismo estado pero como (1|, siendo éste la transpuesta conjugada de su respectivo ket,

i.e. un vector fila:

Y1

Y
wy =" wi=lei w9

Yn

Esto también se escribe como (Y| = |¢>T, donde t representa la transpuesta conjugada, i.e. pasamos de columnas

a filas o viceversa y se le saca el conjugado a cada elemento. Si utilizamos la notacién matricial, el producto entre
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un ket y un bra viene siendo el producto interno entre estos vectores:

Y1
P

Wiy =[wr v . wp| || = iwn v+ Wi, = [
b

Pero esta notacion se smiplifica, poniendo solo una barra en vez de dos entre el ket y el bra, obteniendo la notacion
conocida del producto interno:

(21
¥

Wiy = [wr w3 .. W] || =i Y+ Y = [ (D5.1)
n

Asi obtenemos la magnitud de un vector de nimeros complejos. En mecanica cuantica, y en general para bases

ortonormales, se cumple que los estados estan normalizados, por lo que:

(Yly) =1 (D52)

Podemos aplicar esta nocion al producto interno de funciones

(0, ¢]
(FO0lot) = [ £x"9(x) dx
—0o0
Donde f(x) y g(x) son funciones. Si f(x) es una funcién real, el conjugado no hace nada, por lo que esta es la
definicion general del producto interno, considerando todos los tipos de nlimeros. Lo interesante es que, con esta

nueva adicion, el producto interno ya no es conmutativo:

(Wlo) # (lY)

Esto abre la pregunta, jcual se utilizara en el caso de armar una base? Cuando se quiere calcular una proyeccién,
ien qué lado se pone la base y en qué lado se pone el vector a proyectar? Para esto es util definir el producto
externo segln (C.3.3):

Y1 Y191 Y27 ... Ynd]
V1ds Vo5 ... Ypds

(D.5.3)

Y
wy@l=|""|[s1 o5 ... &

Yn Vid, b, ... Undy,
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Si hacemos el producto interno de un estado ¥ consigo mismo obtenemos:
b1 $107 D27 ... ndi
Boi= |7 o 6 .. @)= |0 P 0
én o180, D20n ... Dady,
Si volvemos a la identidad de normalizacion pero multiplicamos a la izquierda por |¢) obtenemos:

) (8l¢) = |o)

El producto matricial sigue la propiedad de asociatividad, por lo que se cumple:

(16) (0D o) = |o)

Esto implica que |@) es un eigenvector de la matriz |¢) (¢| con eigenvalor 1. Si, en cambio, colocamos a la derecha
un estado diferente |¥), tendriamos.

) (D] 1)

Dado que se cumple la asociatividad, podemos escoger un agrupamiento diferente:

9) ({& [¥)) = |d) ((Dl¥)) = |¢)

Tenemos el producto interno ({(¢|¥)), que sabemos que es un nimero (escalar), y por tanto el resultado de esto

seria una escalar multiplicado por el ket |¢).

9) (@l [¥) = clo)

Si nuevamente cambiamos la asociatividad, tenemos:

(10) (@) [¥) = clo)

Si hablamos en el contexto de una base ortonormal:

{[1).12)..... Im)}
BENNENRSERIE
(ilj) = 6j; (D.5.4)
Expresariamos cualquier estado |¢) como:
W) =cll) +c2) + -+ emlm) =Y ¢ li) (D.5.5)

/=1

De aqui tenemos una pista de lo que representaria la constante ¢ en la ecuacion anterior. Recordando cémo
construimos la matriz identidad a partir de la base de vectores en (C.4.2) y (C.4.3), podemos construir nuestra
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matriz identidad | en esta base de dos formas:

l

Por conveniencia, utilizaremos la representacion con bras. Si multiplicamos por un estado |¢) a la derecha tendria-
Mos:

(1] (1)
(2] (2]9)
)= | (=",
(ml| (ml)
Y tenemos por (D.5.5):
(12— Gl
2 Gl
iy = | Tl
L(mI > G )]
Podemos meter el bra a la integral:
Zj:l (1 ¢l
2 (2| & |l
iy = | Do Pl
_21:1 (mlci )]
Y podemos mover la constante a la izquierda para tener productos internos:
21—1 cx (1)
. Cr (2]
gy — | e @)
21:1 ck (mly)
Pero por (D.5.4):
>_j—1 k01, c
gy = | 28| | @
> _j—1 CkOmj Cm

De aqui que los coeficientes ¢; son las proyecciones del estado |) sobre los estados base |j), y estan dados como

G = Ul
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Notacion Tensorial

E.1. Tensores

Los tensores son una generalizacion del concepto de matriz y se clasifican por érdenes. Un tensor de orden O
es una constante, una escalar; un tensor de orden 1 es un vector; un tensor de orden 2 es una matriz; un tensor de
orden 3 es una matriz de matrices; y asi sucesivamente. El orden de un tensor esta dado por la cantidad de indices
que se requieren para describir sus elementos. Por ejemplo, para una escalar no requerimos ningin indice, mientras
que para los elementos de un vector utilizamos un indice y para los de una matriz dos indices. A pesar de que los
vectores sean equivalentes a estas construcciones, la manera de trabajar con ellos es un tanto diferente. Existen

operaciones (inicas para los tensores que veremos a continuacion.

Para describir tensores se suele utilizar la convencion de sumatoria de Einstein. Bajo esta convencion, se sigue
que un vector v estd descrito como v;, mientras que una matriz A esta descrita como Aj; (dos indices, dos grados
de libertad), y un tensor de tercer orden tendria todavia mas indices, como €. La convencién establece una
representacion del tensor a través de la representacion general de uno de sus términos. Si los indices no se repiten,
se dice que son indices libres, como en v;, y pueden tomar valores de 1 a n, donde n es la dimension del tensor. Sin
embargo, existen también los indices repetidos sobre los cuales la convencion nos dice debemos sumar. A través
de esto podemos, por ejemplo, definir el producto punto entre dos vectores u y v:

u-v=uy = Zu,—v,- = (ulv)
i

Se omite la suma por simplicidad, pero esta implicita en la repeticion de los indices. Si, por el contrario, tuviéramos
los indices diferentes, tedriamos el producto externo, dado como u;v;, i.e. tenemos una matriz con elementos

Ajj = u; - vj. Para vectores de dimension 2:

tivy UiV
ujvj = = |u) (v|
vy UV

111
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E.2. Producto Tensorial

, €s una operacion denotada por el operador ®, y es

También conocido como Producto de Kronecker [7|
diferente del producto matricial. Anteriormente habldbamos del producto punto como u;v; y del producto externo
como u;v;. Pues bien, el producto tensorial es casi igual al producto externo, solo que tiene diferente dimension. El
producto externo tiene dimension m x n, donde m es la dimension del primer vector y n la del segundo. El producto
tensorial por su parte tiene dimension (m-n) x (1-1) = mn x 1, i.e. un vector de m - n elementos. Por ejemplo,

para dos vectores u y v de dos dimensiones tendriamos:

Vi 1y
t
uy %1 %) Vo
uo %) Vi vy
7))
%] U Vo
Un vector de 4 x 1. Vemaos si el producto tensorial es conmutativo, calculando ahora v ® u:
up ViU
Vi
Vi Uy uo Viuz
vVRu= ® = = (E.2.1)
%) uo uy Vouy
V2
U Vo Uo

Vemos que u®v # v®u, por lo que el producto tensorial no es conmutativo. Para tensores matriciales tendriamos
igual elemento por elemento, una constante por una matriz. Si tenemos matrices de 2 x 2 U y V, tendriamos como

resultado una matriz de 4 x 4, como se ve a continuacion:

Vii Vi2 Vii Vi2

t11 12
th1 Ui Vii V12 Vo1 V22 Vo1 V22

UV = ® —

Uz  U22 Vo1 V22 Vii Vi2 Viiz Vi2

Uz1 (7))
Vo1 V22 Vo1 V22

ti1vii Uii1Viz Ui2Vii Ui2Vi2

Ui1Vo1 Ui1Voo UiaVo1  Ui2V22

=UxV=

Up1Vi1 U21Vio U2x2Vil U22Vi2

Up1Vo1 U21V2o U22V21 U222 V22

En cambio, para tensores de grado 0, i.e. escalares, el producto tensorial es como un producto normal:
UQV =uv (E.2.2)
También podemos tener una sucesion de productos tensoriales:

AB®C...
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Si tenemos un patrén, como a continuacion:
AiLRA® - -QA,

Se puede expresar por medio de una productoria tensorial:

n
ALRA® @A, =X)A (E.2.3)
=l
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